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　 　 摘　 要：基于分数阶微分理论和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的构建，对一类含不确定项的退化分数阶系统进行鲁棒

镇定研究．首先利用“ｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒ ｆｏｒｍ”方法构造了一类新分数阶系统，然后利用状态反馈控制得到系统鲁棒镇

定条件，最后结论以 ＬＭＩ 方法给出，易于求解反馈增益矩阵．
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“分数阶微积分”这一概念自 １６９５ 年被提出以来，引起了众多学者们的关注．不同学者就其定义给出了

不同的表达形式，如 Ｇｒüｗａｌｄ⁃Ｌｅｔｎｉｋｏｖ 定义、Ｒｉｅｍａｎｎ⁃ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定义、Ｃａｐｕｔｏ 定义等［１］ ．此后，分数阶微分系统

的稳定性问题作为该理论发展的一个重要分支，逐渐成为了研究的一个热点问题．在针对分数阶微分系统研

究中，有学者通过构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数［２，３］并应用于 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定［４，５］ 以及脉冲函数系统稳定［６］，得到了

十分有效的结果．有关整数阶不确定系统的鲁棒控制［７］ 研究理论发展已较为成熟，但涉及分数阶系统领域，

理论还在逐渐完善中．过去整数阶系统稳定性条件常常利用线性矩阵不等式（ＬＭＩ）形式给出，目前已经有报

道利用 ＬＭＩ 方法［８－１１］得出分数阶微分系统鲁棒镇定性条件，但关于退化分数阶微分系统鲁棒控制研究鲜有

报道．此处在前人研究基础上，利用“ｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒ ｆｏｒｍ”方法［１２］ 讨论了含不确定项的退化分数阶系统的鲁棒镇

定性问题．

１　 预备知识及问题描述

这里先给出一些基本定义以及引理．

定义 １［２］ 　 对于一元函数 ｆ（ ｔ），α（α∈Ｒ＋）阶 Ｃａｐｕｔｏ 微分定义如下：

Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｆ（ ｔ） ＝ １

Γ（ｎ － α）∫
ｔ ０

ｔ０

ｆ（ｎ）（τ）
（ ｔ － τ） α－ｎ＋１ｄτ （１）

其中，ｔ＞ｔ０，ｎ＝ｍｉｎ｛ｋ∈Ｎ ／ ｋ＞α｝，α＞０，Ｃ 表示 Ｃａｐｕｔｏ 型微分．



引理 １［２］ 　 分数阶系统Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｘ（ ｔ）＝ ｆ（ｘ（ ｔ）），其中 α∈（０，１），ｘ＝ ０ 为系统平衡点．

１） 若满足条件 ｘ（ ｔ） ｆ（ｘ（ ｔ））≤０，∀ｘ 时，则系统的零点是稳定的；

２） 若满足条件 ｘ（ ｔ） ｆ（ｘ（ ｔ））＜０，∀ｘ≠０ 时，则系统是渐近稳定的．

引理 ２［７］ 　 设矩阵 Ａ，Ｂ，Ｇ 为适当维数的矩阵，其中矩阵 Ｇ 满足 ＧＴＧ≤Ｉ，则存在实数 ε＞０，向量 ｘ，ｙ，成

立 ２ｘＴＡＧＢｙ≤εｘＴＡＡＴｘ＋ε－１ｙＴＢＴＢｙ（其中 Ｉ 为单位阵） ．

为了得出主要结论，首先给出一个关于 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶微分的引理如下：

引理 ３　 对于连续可微函数 ｘ（ ｔ）∈Ｒ，当 ｔ≥ｔ０ 时，

１
２

Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｘＴ（ ｔ）Ｐｘ（ ｔ） ≤ ｘＴ（ ｔ）ＰＣ

ｔ０Ｄ
α
ｔ ｘ（ ｔ），∀α ∈ （０，１） （２）

　 　 证明　 显而易见，不等式（２）等价于式（３）

ｘＴ（ ｔ）ＰＣ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｘ（ ｔ） － １

２
Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｘＴ（ ｔ）Ｐｘ（ ｔ） ≥ ０，∀α ∈ （０，１） （３）

由定义 １ 可知式（３）左边第二部分

１
２

Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｘＴ（ ｔ）Ｐｘ（ ｔ） ＝ １

２Γ（１ － α）∫
ｔ

ｔ０

（ｘＴ（ ｓ）Ｐｘ（ ｓ）） ′
（ ｔ － ｓ） α ｄｓ ＝ １

Γ（１ － α）∫
ｔ

ｔ０

ｘＴ（ ｓ）Ｐｘ′（ ｓ）
（ ｔ － ｓ） α ｄｓ

则不等式（３）可进一步写为

１
Γ（１ － α）∫

ｔ

ｔ０

（ｘＴ（ ｔ） － ｘＴ（ ｓ））Ｐｘ′（ ｓ）
（ ｔ － ｓ） α ｄｓ ≥ ０

　 　 对于式（３），可利用变量 ｙ（ ｓ）＝ ｘ（ ｔ）－ｘ（ ｓ），则有 ｙ′（ ｓ）＝ ｄｙ（ ｓ）
ｄｓ

＝ －ｄｘ（ ｓ）
ｄｓ

，此时式（３）可进一步写为

１
Γ（１ － α）∫

ｔ

ｔ０

ｙＴ（ ｓ）Ｐｙ′（ ｓ）
（ ｔ － ｓ） α ｄｓ ≤ ０ （４）

利用分部积分法 ∫ｕｄｖ ＝ ｕｖ － ∫ｖｄｕ ，有 ｕ ＝ １
Γ（１－α）

（ ｔ－ ｓ） －α，ｄｕ ＝ α
Γ（１－α）

（ ｔ－ ｓ） －α－１ ｄｓ，ｖ ＝ １
２
ｙＴ（ ｓ） Ｐｙ（ ｓ），

ｄｖ＝ ｙＴ（ ｓ）Ｐｙ′（ ｓ）ｄｓ，那么式（４）等价于

－ １
２Γ（１ － α）

（ ｔ － ｓ） －αｙＴ（ ｓ）Ｐｙ（ ｓ）é

ë
êê

ù

û
úú

ｔ

ｔ０

＋ α
２Γ（１ － α）∫

ｔ

ｔ０

ｙＴ（ ｓ）Ｐｙ（ ｓ）
（ ｔ － ｓ） α＋１ ｄｓ ≥ ０

因此，

－ ｙＴ（ ｓ）Ｐｙ（ ｓ）
２Γ（１ － α）（ ｔ － ｓ） α

ｓ ＝ ｔ

＋
ｙＴ（ ｔ０）Ｐｙ（ ｔ０）

２Γ（１ － α）（ ｔ － ｔ０） α
＋ α
２Γ（１ － α）∫

ｔ

ｔ０

ｙＴ（ ｓ）Ｐｙ（ ｓ）
（ ｔ － ｓ） α＋１ ｄｓ ≥ ０ （５）

其中，

ｌｉｍ
ｓ→ｔ

ｙＴ（ ｓ）Ｐｙ（ ｓ）
２Γ（１ － α）（ ｔ － ｓ） α

＝ １
２Γ（１ － α）

ｌｉｍ
ｓ→ｔ

（ｘＴ（ ｔ） － ｘＴ（ ｓ））Ｐ（ｘ（ ｔ） － ｘ（ ｓ））
（ ｔ － ｓ） α

＝

１
２Γ（１ － α）

ｌｉｍ
ｓ→ｔ

ｘＴ（ ｔ）Ｐｘ（ ｔ） － ２ｘＴ（ ｔ）Ｐｘ（ ｓ） ＋ ｘＴ（ ｓ）Ｐｘ（ ｓ）
（ ｔ － ｓ） α

（６）

利用 Ｌ’Ｈｏｐｉｔａｌ 法则，可知式（６）计算结果为 ０．

此时，式（５）变成

ｙＴ（ ｔ０）Ｐｙ（ ｔ０）
２Γ（１ － α）（ ｔ － ｔ０） α

＋ α
２Γ（１ － α）∫

ｔ

ｔ０

ｙＴ（ ｓ）Ｐｙ（ ｓ）
（ ｔ － ｓ） α＋１ ｄｓ ≥ ０
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证毕．

注：若引理 ３ 中 Ｐ 满足条件 Ｐ＝ Ｉ 时，有 １
２

Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｘ２（ ｔ）≤ｘＴ（ ｔ） Ｃ

ｔ０Ｄ
α
ｔ ｘ（ ｔ），∀α∈（０，１） ．此时与文献［２］中结

论一致．

此处主要考虑退化分数阶不确定系统：

Ｅ（ Ｃ
ｔｏＤ

α
ｔ ｘ（ ｔ）） ＝ （Ａ ＋ ΔＡ（ ｔ））ｘ（ ｔ） ＋ Ｂｕ（ ｔ）

ｘ（０） ＝ ｘ０

ΔＡ（ ｔ） ＝ ＭＦ（ ｔ）Ｈ

ＦＴ（ ｔ）Ｆ（ ｔ） ≤ Ｉ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（７）

其中，０＜α＜１，矩阵对（Ｅ，Ａ）＋ΔＡ（ ｔ）满足正则条件，Ｅ＝
Ｉ ０

０ ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，ΔＡ（ ｔ）为适当维不确定矩阵，Ｍ，Ｈ 为适当维

常数矩阵．

２　 主要结论

利用文献［１２］中“ｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒ ｆｏｒｍ”方法，可令Ｃ
ｔｏＤ

α
ｔ ｘ（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ），并且取输入为 ｕ（ ｔ）＝ Ｋｘ（ ｔ），其中 Ｋ 为增益

矩阵，此时系统（７）等价于系统（８）
Ｃ
ｔｏＤ

α
ｔ ｘ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ）

０ ＝ － Ｅｙ（ ｔ）（Ａ ＋ ＭＦ（ ｔ）Ｈ ＋ ＢＫ）ｘ（ ｔ）{ （８）

　 　 对于分数阶不确定系统（８），有以下结论成立：

定理 １　 若（Ｅ，Ａ＋ΔＡ）正则，且存在正定矩阵 Ｐ，常数 ε１，ε２＞０，同时满足Ω＜０，则分数阶不确定系统（７）

是渐近稳定的．

证明　 对于分数阶系统（７），可以构造如下 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

Ｖ（ｘ（ ｔ）） ＝ １
２
（ｘＴ（ ｔ），ｙＴ（ ｔ））ＥＰ

ｘ（ ｔ）

ｙ（ ｔ）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ （９）

Ｐ＝
Ｐ１ ０

Ｐ２ Ｐ３

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＞０，并且 Ｐ１＞０ 是正定矩阵．

Ｖ（ｘ（ ｔ）） ＝ １
２
（ｘＴ（ ｔ），ｙＴ（ ｔ））

Ｉ ０

０ ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

Ｐ１ ０

Ｐ２ Ｐ３

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

ｘ（ ｔ）

ｙ（ ｔ）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

１
２
ｘＴ（ ｔ）Ｐ１ｘ（ ｔ）

利用引理 ３，可得Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ Ｖ（ｘ（ ｔ））≤ｘＴ（ ｔ）Ｐ１

Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｘ（ ｔ），其中，

ｘＴ（ ｔ）Ｐ１
Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｘ（ ｔ） ＝ （ｘＴ（ ｔ），ｙＴ（ ｔ））ＰＴ

Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｘ（ ｔ）

０

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ＝

（ｘＴ（ ｔ）Ｐ１，ｘＴ（ ｔ）ＰＴ
２ ＋ ｙＴ（ ｔ）ＰＴ

３）
Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｘ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ）

０

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ （１０）
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利用式（８）中第二个方程，式（１０）可进一步写为

ｘＴ（ ｔ）Ｐ１
Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ ｘ（ ｔ） ＝ ｘＴ（ ｔ）Ｐ１ｙ（ ｔ） － ｘＴ（ ｔ）ＰＴ

２Ｅｙ（ ｔ） － ｙＴ（ ｔ）ＰＴ
３Ｅｙ（ ｔ） ＋

ｘＴ（ ｔ）ＰＴ
２（Ａ ＋ ＢＫ ＋ ＭＦ（ ｔ）Ｈ）ｘ（ ｔ） ＋ ｙＴ（ ｔ）ＰＴ

３（Ａ ＋ ＢＫ ＋ ＭＦ（ ｔ）Ｈ）ｘ（ ｔ） （１１）

因为 ＦＴ（ ｔ）Ｆ（ ｔ）≤Ｉ，再次利用引理 ２，存在常数 ε１＞０，有

ｘＴ（ ｔ）ＰＴ
２ＭＦ（ ｔ）Ｈｘ（ ｔ） ≤ １

２
ε１ｘＴ（ ｔ）ＰＴ

２ＭＭＴＰ２ｘ（ ｔ） ＋ １
２
ε －１

１ ｘＴ（ ｔ）ＨＴＨｘ（ ｔ）

ｙＴ（ ｔ）ＰＴ
２ＭＦ（ ｔ）Ｈｘ（ ｔ） ≤ １

２
ε２ｙＴ（ ｔ）ＰＴ

３ＭＭＴＰ３ｙ（ ｔ） ＋ １
２
ε －１

２ ｘＴ（ ｔ）ＨＴＨｘ（ ｔ）

由文献［２］中推论 １，可知此时系统是渐近稳定的，当且仅当 Ω＜０．

Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔ Ｖ（ｘ（ ｔ）） ≤ ξＴΩ ξ，ξ ＝ ｃｏｌ｛ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）｝，Ω ＝

Ω１ Ω２

∗ Ω３

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

其中，

Ω１ ＝ ＰＴ
２Ａ ＋ ＰＴ

２ＢＫ ＋ １
２
ε１ＰＴ

２ＭＭＴＰ２ ＋ １
２
（ε －１

１ ＋ ε －１
２ ）ＨＴＨ

Ω２ ＝ １
２
（Ｐ１ － ＰＴ

２Ｅ ＋ ＰＴ
３（Ａ ＋ ＢＫ））；Ω３ ＝ － ＰＴ

３Ｅ ＋ １
２
ε２ＰＴ

３ＭＭＴＰ３

　 　 定理 ２　 若存在正定矩阵 Ｘ，实数 ａ，ｂ，ε１＞０，ε２＞０，满足

Ξ ＝

Ξ１ Ξ２
２
２
ａＸＨ ２

２
Ｍ

∗ Ξ３ ０ ０

∗ ∗ － （ε１ ＋ ε２）Ｉ ０

∗ ∗ ０ － １
ε２
Ｉ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

＜ ０

则退化分数阶不确定系统（７）是渐近稳定的．

其中，Ξ１ ＝ａＡＸ＋ａＢＵ；Ξ２ ＝
１
２
（ａｂＸ－ｂＥＸ＋ａＡＸ＋ａＢＵ）；Ξ３ ＝ －ｂＥＸ＋ １

２
ε２ＭＭＴ ．

证明　 将 Ω 两边同时乘以 ｄｉａｇ｛Ｐ－１
２ ，Ｐ－１

３ ｝，并利用 Ｓｃｈｕｒ 补引理，可得 Ω＜０，等价于 Ξ＜０．

３　 结　 论

针对 Ｃａｐｕｔｏ 退化分数阶不确定微分系统，基于状态反馈控制器的构造和“ｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒ ｆｏｒｍ”方法，通过构

造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数得出了系统鲁棒镇定条件；最后利用 Ｓｃｈｕｒ 补引理，把系统鲁棒镇定条件转化为 ＬＭＩ 形式，

易于求解．系统中考虑含时滞情况是今后研究的一个方向．
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