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　 　 摘　 要：在 ＭＯＯＣ 模式下将无穷小量的阶与无穷级数比较判别法的极限形式结合起来，通过无穷级数

通项对应的等价（或同阶）无穷小量、高阶无穷小量和低阶无穷小量来寻找适当的“参照级数”，解决了正项

级数比较判别法的碎片化与知识系统性问题，并举例说明该方法在判定无穷级数收敛性方面的的有效性．
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最近，ＭＯＯＣ（Ｍａｓｓｉｖｅ Ｏｐｅｎ Ｏｎｌｉｎｅ Ｃｏｕｒｓｅ，大规模公开在线课程，中文又称“慕课”）以一种引人瞩目的方式

成为世界高等教育领域的热词和流行语，活跃于各大纸质媒体大学的版面上，刮起了一轮席卷全球的线上教

育热潮．“ＭＯＯＣ”以世界一流大学最优质的教学资源为基础，以现代最先进的信息技术为支撑，以微视频、学
习大数据、个性化学习等最新的教学理念为指导，以“短视频（一般 １０ ｍｉｎ 左右） ＋ 交互式练习（ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｖｅ
ｅｘｅｒｃｉｓｅｓ）”为基本教学单元的知识点 ／知识体组织模式和学习模式．这就要求将知识的颗粒度做到比较小，
便于“碎片化”学习，也有利于学生记忆与理解．这些“碎片化”的基本教学元素构成了一个动态可控的有机

体，使得各种优质的学习材料在在线学习过程中被及时调动起来，学生对学习进度具有一定的主动性和控

制权．同时，ＭＯＯＣ课程的学习者很可能是社会上的海量人群，不具有校内课堂教学秩序的节奏性、可控性和

相对独立性．课程的教学体系的改革和知识“碎片化”方式也必须面对这一开放性的学习对象，研究课堂教

学知识的“缺失”到“价值回归”，探寻将“专业知识”转化为面向学生“教学知识”的方法，以及如何将知识

“碎片化”，并防止“碎片化”导致的学术严谨性不足，确保课程知识系统化教学目标的完成就显得举足轻重．
另一方面，高等数学是高等院校的公共基础课程，几乎涉及高等院校的所有学科和专业，无穷级数是高等

数学中的重要组成部分．关于正项级数的敛散性的判别方法主要有比较判别法、比值判别法和根式判别法，其中

应用最广泛的是比较判别法及其极限形式，这也是高等数学教学的重点和难点．运用正项级数比较判别法或其

极限形式，最困难的是寻找一个适合的“参照级数”，并通过其已知的收敛性进一步判定原级数的收敛性［１－４］ ．由
于比较判别法中包含了两类失效的情形，即通项比收敛级数更大的和比发散级数更小的级数是无法判定其收

敛性的，但是这并不意味着无穷级数的收敛性不能确定，很可能是因为选择了不适当的级数进行比较，所以“参
照级数”的选择在无穷级数收敛性的判定中就显得至关重要了．根据多年的教学经验，通过引入等价无穷小量

的方法寻找有效的“参照级数”，在一定程度上解决了比较判别法的碎片化与系统性问题．同时，当等价无穷小

量的获得变得比较困难时，可进一步借助高阶无穷小量、低阶无穷小量和 ｐ－级数、几何级数对无穷级数的收敛

性进行判定，极大地简化了无穷级数的比较判别法极限形式的理解和应用．



１　 预备知识

定义 １　 设实数序列 ｕ１，ｕ２，ｕ３，…，ｕｎ，…，称 ｕ１ ＋ｕ２ ＋ｕ３ ＋…＋ｕｎ ＋…为常数项无穷级数，简称级数，记为


∞

ｎ ＝ １
ｕｎ ，其中称 ｕｎ 为通项或一般项．如果 ｕｎ≥０，称

∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 为正项级数；级数

∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 的前 ｎ 项和 Ｓｎ ＝ ｕ１＋ｕ２＋ｕ３＋

…＋ｕｎ，称为级数的部分和．

定义 ２　 如果级数
∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 的部分和数列｛Ｓｎ｝有极限，即 ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｓｎ ＝Ｓ，则称级数

∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 收敛，并称极限值 Ｓ 为

级数
∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 的和，即 Ｓ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｓｎ；否则称级数

∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 发散．

定义 ３　 如果ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ ＝ ｌｉｍｎ→∞
ｖｎ ＝０（即无穷小量），且 ｌｉｍ

ｎ→∞

ｕｎ

ｖｎ
＝ ｌ，则当 ０＜ｌ＜∞ ，称 ｕｎ 和 ｖｎ 为同阶无穷小量（ ｌ＝ １

称为等价无穷小量）；当 ｌ＝ ０，称 ｕｎ 为 ｖｎ 的高阶无穷小量；当 ｌ＝∞ ，称 ｕｎ 为 ｖｎ 的低阶无穷小量．

引理 １［１，２］ 　 （收敛的必要条件）设无穷级数
∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 收敛，则 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｕｎ ＝ ０．

引理 ２［１，２］ 　 （比较判别法）设
∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 和

∞

ｎ ＝ １
ｖｎ 为正项级数，且满足 ｕｎ≤ｖｎ（ｎ＝ １，２，．．．），则

① 若级数
∞

ｎ ＝ １
ｖｎ 收敛，则级数

∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 收敛；

② 若级数
∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 发散，则级数

∞

ｎ ＝ １
ｖｎ 发散．

引理 ３［１－３］ 　 （比较判别法的极限形式）设
∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 和

∞

ｎ ＝ １
ｖｎ 为正项级数，且 ｌｉｍ

ｎ→∞

ｕｎ

ｖｎ
＝ ｌ，则

① 若 ０＜ｌ＜＋∞ ，
∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 与

∞

ｎ ＝ １
ｖｎ 有相同的敛散性；

② 若 ｌ＝ ０，且
∞

ｎ ＝ １
ｖｎ 收敛，则

∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 收敛；

③ 若 ｌ＝ ＋∞ ，且
∞

ｎ ＝ １
ｖｎ 发散，则

∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 发散．

２　 教学难点及方法

由引理 １可知，如果级数
∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 收敛，则其通项 ｕｎ 一定为无穷小量（当 ｎ 趋于无穷时），但这仅仅是级数

收敛的必要条件．换言之，在 ｎ 趋于无穷时，如果通项 ｕｎ 不是无穷小量或者其极限不存在，则可以判定级数


∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 是发散的；反之，如果通项为无穷小量，级数仍然可能收敛也可能发散．如何选择适当的级数

∞

ｎ ＝ １
ｖｎ （简

称“参照级数”）进一步判定正项级数
∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 的敛散性成了初学者无法回避的难点．另一方面，在无穷级数的

前面添加或者删去有限项不会改变其收敛性，即无穷级数的敛散性与其前有限项无关，并且引理 ２中的条件

ｕｎ≤ｖｎ（ｎ＝ １，２，．．．）无疑缩小了“参照级数”的寻找范围．因此，无穷级数比较判别法的极限形式由于去掉了

上述条件 ｕｎ≤ｖｎ（ｎ＝ １，２，．．．）而显得举足轻重．然而，教学中发现大多数初学者基本上只能勉强运用引理 ３
的①，却苦于有效“参照级数”寻找，几乎不能理解引理 ３中的②和③．那么，能否将无穷小量的阶与无穷级数

比较判别法的极限形式结合起来，通过收敛性已知的调和级数、几何级数、ｐ－级数等选择有效的“参照级数”
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呢？ 此处将通过无穷级数通项对应的等价无穷小量、高阶无穷小量和低阶无穷小量来寻找适当的“参照级

数”，极大地简化了正项级数比较判别法的极限形式的理解和应用．

情形Ⅰ　 利用等价（或同阶）无穷小量选择 ｐ－级数
∞

ｎ ＝ １

１
ｎｐ 或几何级数作为“参照级数” ．引理 ３①说明，

如果 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ ＝ ｌｉｍｎ→∞
ｖｎ ＝ ０，且 ０＜ｌ＜＋∞ ，即通项 ｕｎ 和 ｖｎ 为同阶无穷小量，则级数

∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 与

∞

ｎ ＝ １
ｖｎ 有相同的敛散性

（级数
∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 的收敛性可通过“参照级数”

∞

ｎ ＝ １
ｖｎ 进行判定）；另一方面，如果 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｕｎ≠０或 ｌｉｍｎ→∞

ｖｎ≠０（即 ｌｉｍｎ→∞
ｕｎ ＝

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｖｎ≠０），则由引理 １直接判定原级数发散．众所周知，当 ｐ≤１时，ｐ－级数发散；当 ｐ＞１ 时，ｐ－级数收敛．如

果能够通过级数
∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 的通项 ｕｎ 找到与 ｐ－级数通项等价（或同阶）的无穷小量，则级数

∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 的敛散性便与

对应的 ｐ－级数的敛散性相同．此外，由无穷小量和无穷大量的倒数关系可知，无穷小量的阶是由级数通项 ｕｎ

中 ｎ 的最高指数幂确定．例如，级数
∞

ｎ ＝ １

１
ｎ２ ＋ １

的通项与
１
ｎ２

等价，故选
∞

ｎ ＝ １

１
ｎ２

为参照级数（收敛）；级数
∞

ｎ ＝ １

２ｎ ＋ １
５ｎ２ ＋ ３ｎ ＋ １

的通项与
１
ｎ
同阶，故选调和级数

∞

ｎ ＝ １

１
ｎ

为参照级数（发散） ．

情形Ⅱ　 利用高阶无穷小量并选 ｐ－级数
∞

ｎ ＝ １

１
ｎｐ 为“参照级数” ．由 ｐ－级数的收敛性条件可知，调和级数


∞

ｎ ＝ １

１
ｎ

是 ｐ－级数收敛和发散的“临界点”，并且可近似认为非负的高阶无穷小量比低阶无穷小量更小（即以

更快的速度收敛到零） ．引理 ３②说明，如果 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ ＝ ｌｉｍｎ→∞
ｖｎ ＝ ０且 ｌｉｍｎ→∞

ｕｎ

ｖｎ
＝ ０，即 ｕｎ 为 ｖｎ 的高阶无穷小量，由引理

２①可知，若级数
∞

ｎ ＝ １
ｖｎ 收敛，则级数

∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 收敛．然而，寻找有效的高阶无穷小量比同阶无穷小量要困难许

多，如果等价（或同阶）无穷小量不易获得，可直接选 ｐ－级数
∞

ｎ ＝ １

１
ｎｐ 作为“参照级数” ．此时，如果存在常数 ｐ＞

１且 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎｐｕｎ ＝ ｌｉｍｎ→∞

ｕｎ

１
ｎｐ

＝ ０，即 ｕｎ 为 ｖｎ ＝
１
ｎｐ的高阶无穷小量，则级数

∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 收敛．

情形Ⅲ　 利用低阶无穷小量并选 ｐ－级数
∞

ｎ ＝ １

１
ｎｐ 为“参照级数” ．类似地，引理 ３③说明，如果 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｕｎ ＝

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｖｎ ＝ ０且 ｌｉｍｎ→∞

ｕｎ

ｖｎ
＝ ＋∞ ，即 ｕｎ 为 ｖｎ 的低阶无穷小量，由引理 ２②可知，若级数

∞

ｎ ＝ １
ｖｎ 发散，级数

∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 发散．同

理，如果有效的低阶无穷小量不易获得，可直接选调和级数
∞

ｎ ＝ １

１
ｎ

作为“参照级数” ．此时，如果 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎｕｎ ＝ ｌｉｍｎ→∞

ｕｎ

１
ｎ

＝ ＋∞ ，即 ｕｎ 为 ｖｎ ＝
１
ｎ
的低阶无穷小量，则级数

∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 发散．例如，设 ｕｎ ＝

１
ｎ
ｌｎ（ｎ－１），由 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｕｎ ＝ ｌｉｍｎ→∞

１
ｎ
ｌｎ（ｎ－

１）＝ ０，且 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎｕｎ ＝ ｌｉｍｎ→∞
ｌｎ（ｎ－１）＝ ＋∞ ，即 ｕｎ 为 ｖｎ ＝

１
ｎ
的低阶无穷小量，则级数

∞

ｎ＝１

１
ｎ
ｌｎ（ｎ－１）发散．

同时，引理 ３②，３③说明，如果ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ ＝０且ｌｉｍｎ→∞
ｖｎ≠０，即ｌｉｍｎ→∞

ｕｎ

ｖｎ
＝ ｌ＝０，由于参照级数

∞

ｎ ＝ １
ｖｎ 发散，故不能判定级

数
∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 的敛散性．类似地，如果ｌｉｍ

ｎ→∞
ｕｎ ＝０且 ｌ＝＋∞，仍然不能判定级数

∞

ｎ ＝ １
ｕｎ 的敛散性．然而，这两种失效的情形恰
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恰是没有按通项的阶选择“参照级数”，即 ｕｎ 是无穷小量却选择通项 ｖｎ 不是无穷小量或无效的高阶无穷小量作为

参照级数
∞

ｎ＝１
ｖｎ 导致比较判别法的极限形式失效，这恰好说明按无穷小量的阶选择“参照级数”的重要性．

３　 应用举例

例 １　 判定无穷级数
∞

ｎ ＝ ２

１
ｎ２
ｌｎ ｎ

ｎ － １
的收敛性．

解　 由于 ｌｎ ｎ
ｎ－１
＝ ｌｎ １＋ １

ｎ－１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ～ １

ｎ－１
（ｎ→＋∞），故选

∞

ｎ ＝ ２

１
ｎ２（ｎ － １）

作为第一参照级数，进一步按阶选取

级数
∞

ｎ ＝ １

１
ｎ３

为最终参照级数，且

ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ２
ｌｎ ｎ

ｎ － １
１
ｎ３

＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ２（ｎ － １）
１
ｎ３

＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ｎ － １

＝ １

又因为
∞

ｎ＝１

１
ｎ３

是收敛的 ｐ－级数，由比较判别法的极限形式可知原级数收敛．

例 ２　 判定下列级数的收敛性：（１）
∞

ｎ ＝ １

ｎｎ＋１

（ｎ ＋ １） ｎ＋２ （２）
∞

ｎ ＝ １

１
ｎ
ｌｎ ｎ

＋ １
ｎ － １

．

解　 （１）由于 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎｎ＋１

（ｎ＋１） ｎ＋２ ＝ ｌｉｍｎ→∞
１－ １

ｎ＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ＋１

·ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ＋１
＝ ０，且级数通项分子 ｎ 的最高指数幂为 ｎ＋１，分母

ｎ 的最高指数幂为 ｎ＋２，故与通项同阶的无穷小量为
ｎｎ＋１

ｎｎ＋２ ＝
１
ｎ
，又

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎｎ＋１

（ｎ ＋ １） ｎ＋２

１
ｎ

＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎｎ＋２

（ｎ ＋ １） ｎ＋２
＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
１ － １

ｎ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ＋１

１ － １
ｎ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １
ｅ

由引理 ３①和调和级数
∞

ｎ＝１

１
ｎ
的发散性可知原级数发散（注：如果运用比值判别法或根式判别法，经验证不仅

极限计算复杂，而且极限结果 ｒ＝ １，即为这两类判别法均失效的情形） ．

（２） 记 ｕｎ ＝
１
ｎ
ｌｎ ｎ
＋１

ｎ－１
，不难验证 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｌｎ ｎ
＋１

ｎ－１
＝ ０，则 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｕｎ ＝ ｌｉｍｎ→∞

１
ｎ
ｌｎ ｎ
＋１

ｎ－１
＝ ０，又因为 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｎｐｕｎ ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
ｎｐ－１ ｌｎ

ｎ ＋ １
ｎ － １

＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎｐ－１ ｌｎ １ ＋ ２
ｎ － １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞

２ｎｐ－１

ｎ － １
＝ ２ ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎｐ－２

１ － １ ／ ｎ
＝ ２ ｌｉｍ

ｎ→∞
ｎｐ－２ ＝ ０（１ ＜ ｐ ＜ ２） ． 即存在常数 １＜ｐ＜２，使得

ｕｎ 为 ｖｎ ＝
１
ｎｐ的高阶无穷小量，则无穷级数

∞

ｎ ＝ １

１
ｎ
ｌｎ ｎ

＋ １
ｎ － １

收敛（注：本题通项 ｕｎ ＝
１
ｎ
ｌｎ ｎ
＋１

ｎ－１
～ ２
ｎ２－ｎ

（ｎ→∞），可

按阶选择
∞

ｎ ＝ １

１
ｎ２

为参照级数进行判定） ．

例 ３　 判定级数 ２ ＋ ２－ ２ ＋ ２－ ２＋ ２ ＋…＋ ２－ ２＋ ２＋… ＋…的收敛性．
解　 由于

２ ＝ ２ １
２

＝ ２ｓｉｎ π
４

＝ ２ｃｏｓ π
４
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２ － ２ ＝ ２（１ － ｃｏｓ π
４
） ＝ ２·２ｓｉｎ２ π

２３
＝ ２ｓｉｎ π

２３

２ － ２ ＋ ２ ＝ ２ － ２（１ ＋ ｃｏｓ π
４
） ＝ ２ － ２·２ｃｏｓ２ π

２３
＝ ２ － ２ｃｏｓ π

２３
＝ ２ｓｉｎ π

２４

…

２ － ２ ＋ ２ ＋ … ＝ ２ｓｉｎ π
２ｎ＋１

　 　 原级数可记为
∞

ｎ ＝ １
２ｓｉｎ π
２ｎ＋１
，２ｓｉｎ π

２ｎ＋１
～ π
２ｎ
（ｎ→∞），故选

∞

ｎ ＝ １

π
２ｎ

为参照级数，且

ｌｉｍ
ｎ→∞

２ｓｉｎ π
２ｎ＋１

π
２ｎ

＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｉｎ π
２ｎ＋１

π
２ｎ＋１

＝ １

　 　 又因为几何级数
∞

ｎ ＝ １

１
２ｎ

收敛，则级数
∞

ｎ ＝ １

π
２ｎ

收敛，由引理 ３①可知原级数收敛．
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５７第 ９期 闻道君，等：正项级数比较判别法中“参照级数”的碎片化




