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　 　 摘　 要：通过研究一类特殊图的顶点染色，得到了以下结果：给出了 Ｓ ＝ ｐ－３且 ｐ∈ ４，５，６}{ ，图 Ｇ 的顶

点染色数；证明了 Ｓ ＞ ｐ
２

且 Ｓ ＝ ｐ－３的图 Ｇ 不存在第 ｐ－ｍ 类图，ｍ≥７且 ｍ 是正整数；证明了 Ｓ ＝ ｐ－３ 时，

χ（Ｇ）≤４θ（Ｇ）＋θ２（Ｇ）－１；进一步证明了猜想 χ（Ｇ）≤４θ（Ｇ）＋θ２（Ｇ）－１ 是正确的；为今后研究该猜想和图的

顶点染色提供一些思想方法．
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１　 基础知识

文中有关的概念和符号参见文献［１，２］．Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ），θ（Ｇ），χ（Ｇ）分别是图 Ｇ 的顶点集、边集、厚度、顶

点染色数．设 Ｓ 是图 Ｇ 的一个团，由于图 Ｇ 必有最大团，用 Ｓ 表示图 Ｇ 最大团的顶点数．如果图 Ｇ 含有的所

有最大团存在公共顶点，且公共顶点的个数为 ｋ，则称此图为第 ｋ 类图［１］ ．图 Ｇ 含有的所有最大团 Ｋ Ｓ 的公

共顶点及它们在图 Ｇ 中的边构成的子图，记作图 Ｇｓ（Ｖ′，Ｅ′），简称图 Ｇｓ ．Ｖ′（Ｇｓ）是图 Ｇ 含有的所有最大团

Ｋ Ｓ 的公共顶点集．Ｇ－Ｖ′表示从 Ｇ 中删去 Ｖ′（Ｇｓ）的所有顶点及其与 Ｖ′（Ｇｓ）中顶点关联的一切边后得到

的图．

一般图的顶点染色是非常复杂的，目前较多地是研究特殊图的顶点染色［３－７］ ．为研究一般图的顶点染

色，文献［８］提出了图的色数与厚度的猜想：χ（Ｇ）≤４θ（Ｇ）＋θ２（Ｇ）－１．文献［９］定理 ３—５分别证明了完全图、

Ｓ ＝ ｐ－１和 Ｓ ＝ ｐ－２时，猜想是成立的；文末提出了有待研究的 ２个问题：

问题 １［９］ 　 Ｓ ＝ ｐ－３时，χ（Ｇ）≤４θ（Ｇ）＋θ２（Ｇ）－１是否成立？

问题 ２［９］ 　 若 Ｓ ＝ ｐ－３，则 χ（Ｇ）＝ ｐ－３或 ｐ－２，那么满足什么条件的图，χ（Ｇ）＝ ｐ－３；满足什么条件的图，
χ（Ｇ）＝ ｐ－２．

文献［１］通过研究问题 ２，提出了研究图的顶点染色的一种新方法，并利用该方法得到了该问题在 Ｓ ＞

ｐ
２
且 Ｓ ＝ ｐ－３时，图的 ４种顶点染色．



引理 １［１］ 　 Ｓ ＞ ｐ
２
且 Ｓ ＝ ｐ－３的图 Ｇ，若图 Ｇｓ 中存在一个顶点与图 Ｇ－Ｖ′的顶点中至少一个不相邻，则

χ（Ｇ）＝ ｐ－３．

引理 ２［１］ 　 Ｓ ＞ ｐ
２
且 Ｓ ＝ ｐ－３的图 Ｇ，若只含有一个最大团 Ｋｐ－３，则 χ（Ｇ）＝ ｐ－３．

引理 ３［１］ 　 如果 Ｓ ＞ ｐ
２
且 Ｓ ＝ ｐ－３的图 Ｇ 满足下列条件：

１） Ｖ′（Ｇｓ）中任意一个顶点与 Ｖ（Ｇ－Ｖ′）中的所有顶点相邻；

２） 图 Ｇ 是第 ｐ－４类图或第 ｐ－６类图．

则 χ（Ｇ）＝ ｐ－３．

引理 ４［１］ 　 Ｓ ＞ ｐ
２
且 Ｓ ＝ ｐ－３图 Ｇ 满足下列条件：

１） Ｖ′（Ｇｓ）中任意一个顶点与 Ｖ（Ｇ－Ｖ′）中的所有顶点相邻；

２） 图 Ｇ 是第 ｐ－５类图．

若图 Ｇ－Ｖ′中不存在奇圈，则 χ（Ｇ）＝ ｐ－３；若图 Ｇ－Ｖ′中存在奇圈，则 χ（Ｇ）＝ ｐ－２．

但问题 ２尚未完全解决，文献［１］在文末将其未解决的部分总结为第 ５个问题．此处的研究是给出 Ｓ ＝

ｐ－３且 ｐ∈ ４，５，６}{ ，图的各种顶点染色；证明 Ｓ ＞ ｐ
２
且 Ｓ ＝ ｐ－３时，图 Ｇ 不存在第 ｐ－ｍ 类图，ｍ≥７且 ｍ 是

正整数．进一步证明文献［９］提出的问题 １是成立的．综合上述 ４ 个引理，从而完全解决文献［９］提出的第 ２

个问题．

２　 Ｓ ＝ ｐ－３且 ｐ∈ ４，５，６}{ 时图的顶点染色

Ｓ ＝ ｐ－３且 ｐ∈ ４，５}{ 的图 Ｇ，容易得到以下结论成立：

① ｐ＝ ４时， Ｓ ＝ １，则 χ（Ｇ）＝ １；

② ｐ＝ ５时，图 Ｇ 含最大团 Ｋ２，若不存在奇圈，则 χ（Ｇ）＝ ２；若存在奇圈，则 χ（Ｇ）＝ ３．

证明　 图 Ｇ 若存在奇圈，由于含最大团 Ｋ２，所以奇圈必是 ５－圈，于是 χ（Ｇ）＝ ３．

其次考虑图 Ｇ 不存在奇圈的情况，若所有最大团 Ｋ２ 有公共顶点，则只有一个公共顶点，于是必有

χ（Ｇ）＝ ２；若所有最大团 Ｋ２ 不存在公共顶点，由文献［１］定理 ４的证明可知 χ（Ｇ）＝ ２．

引理 ５［９］ 　 若 Ｓ ＝ ｐ－２，则 χ（Ｇ）＝ ｐ－２．

定理 １　 ｐ＝ ６且 Ｓ ＝ ３，图 Ｇ 所有最大团 Ｋ３ 存在一个公共顶点；

① 若该公共顶点与图 Ｇ－Ｖ′中的一个顶点不相邻，则 χ（Ｇ）＝ ３；

② 若该公共顶点与图 Ｇ－Ｖ′中的所有顶点相邻，且图 Ｇ－Ｖ′存在奇圈，则 χ（Ｇ）＝ ４；

③ 若该公共顶点与图 Ｇ－Ｖ′中的所有顶点相邻，且图 Ｇ－Ｖ′不存在奇圈，则 χ（Ｇ）＝ ３．

证明　 先证①，设 ｕ 是图 Ｇ 所有最大团 Ｋ３ 的公共顶点，ｖ 是图 Ｇ－Ｖ′的一个顶点，ｕ 和 ｖ 不相邻，将 ｕ 和 ｖ

删掉，必得到一个顶点数是 ４，含最大团 Ｋ２ 的图 Ｇ１ ．由引理 ５知，χ（Ｇ１）＝ ２，添上顶点 ｕ 和 ｖ，则图 Ｇ 的色数增

加 １，故 χ（Ｇ）＝ ３．
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关于②，设 ｕ 是所有最大团 Ｋ３ 的公共顶点，则 Ｇ－Ｖ′是一个顶点数是 ５，含最大团 Ｋ２ 的图．由于图 Ｇ－Ｖ′

存在奇圈，则必是一个 ５－圈，所以 χ（Ｇ－Ｖ′）＝ ３，由于 ｕ 与图 Ｇ－Ｖ′的所有顶点相邻，故 χ（Ｇ）＝ ４．

关于③，由条件知，图 Ｇ－Ｖ′是一个顶点数是 ５，含最大团 Ｋ２ 的图．由于图 Ｇ－Ｖ′不存在奇圈，所以由文献

［１］定理 ４的证明可知，χ（Ｇ）＝ ３．

定理 ２　 ｐ＝ ６且 Ｓ ＝ ３，图 Ｇ 所有最大团 Ｋ３ 存在 ２个公共顶点，则 χ（Ｇ）＝ ３．

证明　 分两种情况．

情况 １有一个公共顶点与图 Ｇ－Ｖ′中的一个顶点不相邻．设 ｕ 是图 Ｇ 所有最大团 Ｋ３ 的公共顶点，ｖ 是图

Ｇ－Ｖ′的一个顶点，ｕ 和 ｖ 不相邻，将 ｕ 和 ｖ 删掉，必得到一个顶点数是 ４，含最大团 Ｋ２ 的图 Ｇ１ ．由引理 ５ 知，χ

（Ｇ１）＝ ２，添上顶点 ｕ 和 ｖ，则图 Ｇ 的色数增加 １，故 χ（Ｇ）＝ ３．

情况 ２　 ２个公共顶点与图 Ｇ－Ｖ′的所有顶点相邻，则图 Ｇ－Ｖ′中所有顶点互不相邻，于是 χ（Ｇ－Ｖ′）＝ １，故
χ（Ｇ）＝ ３．

定理 ３　 ｐ＝ ６且 Ｓ ＝ ３，图 Ｇ 所有最大团 Ｋ３ 不存在公共顶点，则 χ（Ｇ）＝ ３．

由文献［１］定理 ３的证明可知该定理成立，此处证明略．

３　 关于第 ｐ－ｍ 类图

引理 ６［９］ 　 若 Ｓ ＞ ｐ
２
，则图 Ｇ 含有的所有最大团 Ｋ Ｓ 必存在公共顶点．

定理 ４　 Ｓ ＞ ｐ
２
且 Ｓ ＝ ｐ－３的图 Ｇ 不存在第 ｐ－ｍ 类图，ｍ≥７且 ｍ 是正整数．

证明　 使用反证法证明．

假设图 Ｇ 是第 ｐ－ｍ 类图，则图 Ｇ 中所有最大团 Ｋｐ－３有 ｐ－ｍ 个公共顶点．考虑其中一个最大团 Ｓ１，则必有

３个顶点不是 Ｓ１ 的顶点．不妨设这 ３个顶点分别是 ｕ１，ｕ２，ｕ３，于是 ｕ１，ｕ２，ｕ３ 中至少有一个顶点在除 Ｓ１ 外的

最大团 Ｋｐ－３中．考虑 ３种情况：

情况 １　 若 ｕ１，ｕ２，ｕ３ 都是最大团 Ｋｐ－３（除 Ｓ１ 外）的顶点，则图 Ｇｓ 与图 Ｇ－Ｖ′所有顶点相邻．于是将图 Ｇｓ 的

所有顶点都删去，必得到一个顶点数是 ｍ，含有最大团的顶点数是 ｍ－３的图 Ｇ１ ．由于 ｍ≥７，故 ｍ－３＞ｍ
２
．由引

理 ６知，图 Ｇ１ 中所有最大团 Ｋｍ－３必有公共顶点．从而图 Ｇ 中所有最大团 Ｋｐ－３的公共顶点数大于 ｐ－ｍ，这与图

Ｇ 中所有最大团 Ｋｐ－３有 ｐ－ｍ 个公共顶点矛盾．

情况 ２　 ｕ１，ｕ２，ｕ３ 中只有一个顶点是最大团 Ｋｐ－３的顶点．不妨设 ｕ１ 是最大团 Ｋｐ－３的顶点，则 ｕ２ 和 ｕ３ 不

是最大团 Ｋｐ－３的顶点．于是将图 Ｇｓ 及 ｕ２，ｕ３ 都删掉，必得到顶点数是 ｍ－２，含最大团 Ｋｍ－３的图 Ｇ′．由于 ｍ≥７，

故 ｍ－３＞ｍ
－２
２

．由引理 ６知，图 Ｇ′中所有最大团 Ｋｍ－３必有公共顶点．从而图 Ｇ 中所有最大团 Ｋｐ－３的公共顶点数

大于 ｐ－ｍ，这与图 Ｇ 中所有最大团 Ｋｐ－３有 ｐ－ｍ 个公共顶点矛盾．

情况 ３　 ｕ１，ｕ２，ｕ３ 中只有 ２个顶点是最大团 Ｋｐ－３的顶点．不妨设 ｕ１ 和 ｕ２ 是最大团 Ｋｐ－３的顶点，则 ｕ３ 不

是最大团 Ｋｐ－３的顶点．将图 Ｇｓ 和 ｕ３ 都删掉，必得到一个顶点数是 ｍ－１，含最大团 Ｋｍ－３的图 Ｇ２ ．由于 ｍ≥７，故
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ｍ－３＞ｍ
－１
２

．由引理 ６知，图 Ｇ２ 中所有最大团 Ｋｍ－３必有公共顶点．从而图 Ｇ 中所有最大团 Ｋｐ－３的公共顶点数大

于 ｐ－ｍ，这与图 Ｇ 中所有最大团 Ｋｐ－３有 ｐ－ｍ 个公共顶点矛盾．

综合以上 ３种情况，假设不成立，定理得证．

推论 １　 Ｓ ＞ ｐ
２
且 Ｓ ＝ ｐ－３的图 Ｇ，有且仅有以下几类图：第 ｐ－６ 类图，第 ｐ－５ 类图，第 ｐ－４ 类图及只

含有一个最大团 Ｋｐ－３的图．

４　 Ｓ ＝ ｐ－３时问题 １的证明

引理 ７［９］ 　 若 Ｓ ＝ ｐ－３，则 χ（Ｇ）≤ｐ－２．

引理 ８［１０］ 　 θ（Ｋｎ）＝
ｎ＋７
６

é

ë
êê

ù

û
úú ，ｎ≠９，１０，θ（Ｋ９）＝ θ（Ｋ１０）＝ ３，其中 Ｋｎ 是完全图．

定理 ５　 Ｓ ＝ ｐ－３时，χ（Ｇ）≤４θ（Ｇ）＋θ２（Ｇ）－１．

证明　 由前面的结论易知，ｐ＝ ４时，χ（Ｇ）＝ １；ｐ＝ ５时，χ（Ｇ）＝ ２或 ３；ｐ＝ ６时，由定理 １，定理 ２，定理 ３，定

理 ４知，χ（Ｇ）＝ ３或 ４，而 ４θ（Ｇ）＋θ２（Ｇ）－１≥４．故 Ｓ ＝ ｐ－３且 ｐ∈ ４，５，６}{ 时，χ（Ｇ）≤４θ（Ｇ）＋θ２（Ｇ）－１．

现证 ｐ ≥ ７ 的 情 况． 由 引 理 ７ 知， Ｓ ＝ ｐ － ３ 时， χ （ Ｇ ） ≤ ｐ － ２． 对 ｐ 分 ６ 种 情 况， ｐ ∈

６ｋ，６ｋ－１，６ｋ－２，６ｋ－３，６ｋ－４，６ｋ－５{ } ，ｋ 是正整数且 ｋ≥２．由引理 ８ 知， Ｓ ＝ ｐ－３ 且 Ｓ ≠９，１０ 时，θ（Ｇ）≥

ｐ＋４
６

é

ë
êê

ù

û
úú ； Ｓ ＝ ９或 １０时，θ（Ｇ）≥３．

① ｐ＝ ６ｋ，则 χ（Ｇ）≤６ｋ－２， Ｓ ＝ ６ｋ－３．若 ｋ≥３，于是 θ（Ｇ）≥ｋ，故 ４θ（Ｇ）＋θ２（Ｇ）－１≥４ｋ＋ｋ２－１，而 ４ｋ＋ｋ２－

１－（６ｋ－２）＝ （ｋ－１） ２，但（ｋ－１） ２≥０，故 χ（Ｇ）≤４θ（Ｇ） ＋θ２（Ｇ） －１；若 ｋ ＝ ２，则 ｐ ＝ １２， Ｓ ＝ ９，于是 θ（Ｇ）≥３，χ

（Ｇ）≤１０，而 ４θ（Ｇ）＋θ２（Ｇ）－１≥２０，故 χ（Ｇ）≤４θ（Ｇ）＋θ２（Ｇ）－１．

② ｐ＝ ６ｋ－１，６ｋ－２，６ｋ－３，６ｋ－４时，同理可证，均有 χ（Ｇ）≤４θ（Ｇ）＋θ２（Ｇ）－１．

③ ｐ＝ ６ｋ－５，则 χ（Ｇ）≤６ｋ－７， Ｓ ＝ ６ｋ－８．若 ｋ ＝ ３，则 Ｓ ＝ １０，于是 θ（Ｇ）≥３，χ（Ｇ）≤１１，而 ４θ（Ｇ） ＋θ２

（Ｇ）－１≥２０，故 χ（Ｇ）≤４θ（Ｇ）＋θ２（Ｇ）－１；若 ｋ≠３，于是 θ（Ｇ）≥ｋ－１，而 ４θ（Ｇ）＋θ２（Ｇ）－１≥ｋ２＋２ｋ－４，于是 ｋ２＋

２ｋ－４－（６ｋ－７）＝ ｋ２－４ｋ＋３＝（ｋ－３）（ｋ－１）；ｋ≥３时，显然有（ｋ－３）（ｋ－１）≥０，故 χ（Ｇ）≤４θ（Ｇ） ＋θ２（Ｇ） －１；ｋ ＝ ２

时，则 ｐ＝ ７， Ｓ ＝ ４，此时图 Ｇ 是一个顶点数是 ７，含最大团 Ｋ４ 的图．由推论 １ 知，这种图只有 ４ 种情况，分别

是引理 １，引理 ２，引理 ３，引理 ４．由引理 １，引理 ２，引理 ３ 知，这 ３ 类图的顶点染色数 χ（Ｇ）＝ ４，而 ４θ（Ｇ） ＋

θ２（Ｇ）－１≥４，故 χ（Ｇ）≤４θ（Ｇ）＋θ２（Ｇ）－１．如果图 Ｇ 满足引理 ４，即图 Ｇ 是第 ２类图，且 Ｖ′（Ｇｓ）中任意一个顶

点与 Ｖ（Ｇ－Ｖ′）中的所有顶点相邻．由引理 ４知，若图 Ｇ－Ｖ′中不存在奇圈，则 χ（Ｇ）＝ ４，显然有 χ（Ｇ）≤４θ（Ｇ）＋

θ２（Ｇ）－１．若图 Ｇ－Ｖ′中存在奇圈，则 χ（Ｇ）＝ ５，由引理 ４的证明知，图 Ｇ－Ｖ′是一个顶点数是 ５，且含最大团 Ｋ２
和 ５－圈的图．考虑图 Ｇ 是第 ２类图，因此图 Ｇ 中有 ２个相邻的顶点都与图 Ｇ－Ｖ′的所有顶点相邻，所以易证图

Ｇ 的厚度 θ（Ｇ）＝ ２．于是 ４θ（Ｇ）＋θ２（Ｇ）－１＝ １１，故 χ（Ｇ）≤４θ（Ｇ）＋θ２（Ｇ）－１．　 　 　 　 　 　 　

综上各种情况得证， Ｓ ＝ ｐ－３时，有 χ（Ｇ）≤４θ（Ｇ）＋θ２（Ｇ）－１．
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５　 结束语

在文献［１］的基础上，解决了文献［１］在文末提出的第 ５ 个问题，结合文献［１］已经得到的 ４ 个定理，从

而完全解决了文献［９］提出的问题 ２．这为研究 Ｓ ＝ ｐ－４ 时，图的顶点染色，提供了一些思想和方法．文末利

用这些结论，证明了文献［９］提出的问题 １是正确的．因此，有理由猜测 Ｓ ＝ ｐ－４ 时，该猜想是否成立．至此，

文献［９］提出的 ２个问题已全部解决；同时文献［１］提出的 ５个有待研究的问题中，还有 ３ 个尚待研究．另外

注意到证明的定理 ４，由此猜想 Ｓ ＞ ｐ
２
且 Ｓ ＝ ｐ－ｍ 的图 Ｇ，是否存在第 ｐ－ｑ 类图，ｑ≥２ｍ＋１，ｍ≥３ 且 ｍ 是正

整数．此外定理 ４证明了 ｍ＝ ３的情况是不存在的，对于 ｍ≥４的情况还有待研究．
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