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　 　 摘　 要：主要利用 Ｍａｗｈｉｎ延拓定理研究一类二阶具偏差变元微分方程 ｘ″（ ｔ） ＋ ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ０（ ｔ）），
ｘ′（ ｔ）） ＋ β（ ｔ）ｇ（ｘ（ ｔ － τ１（ ｔ））） ＝ ｐ（ ｔ） 的周期解问题，得到了存在周期解的两个充分条件．
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１　 基础知识

近年来，具偏差变元的微分方程由于其在控制论、生物学等很多领域有重要应用，一直受到人们的广泛

关注，也已经有了一定的成果［１⁃９］ ．此处主要是运用重合度理论的 Ｍａｗｈｉｎ延拓定理研究如下具偏差变元二阶

微分方程的周期解：
ｘ″（ ｔ） ＋ ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ０（ ｔ）），ｘ′（ ｔ）） ＋ β（ ｔ）ｇ（ｘ（ ｔ － τ１（ ｔ））） ＝ ｐ（ ｔ） （１）

其中，ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ，ｖ）是 Ｒ４ 上的连续函数，同时还是以 Ｔ 为周期的函数．而 ｇ（ｘ），β（ ｔ），ｐ（ ｔ），τ０（ ｔ）和 τ１（ ｔ）均为 Ｒ
上的连续函数，其中 β（ ｔ），ｐ（ ｔ），τ０（ ｔ）和 τ１（ ｔ）都是以 Ｔ 为周期的函数．

引入以下记号：Ｔ＞ ０ 为常数，Ｃ１Ｔ ＝ ｛ ｘ ｜ ｘ∈Ｃ１（Ｒ，Ｒ），ｘ（ ｔ ＋Ｔ） ＝ ｘ（ ｔ），∀ｔ∈Ｒ｝，其范数为 ｘ ＝ ｍａｘ
ｘ ∞ ， ｘ′ ∞{ } ．类似地，令 ＣＴ ＝ ｛ｘ ｜ ｘ∈Ｃ（Ｒ，Ｒ），ｘ（ ｔ＋Ｔ）＝ ｘ（ ｔ），∀ｔ∈Ｒ｝，其范数为 ｘ ∞ ＝ ｍａｘｔ∈［０，Ｔ］

ｘ（ ｔ） ．则

Ｃ１Ｔ，ＣＴ 均为 Ｂａｎａｃｈ空间．
在 Ｃ１Ｔ 上定义线性算子 Ｌ：Ｄ（Ｌ）⊂Ｃ１Ｔ→ＣＴ 为

Ｌｘ ＝ ｘ″，Ｄ（Ｌ） ＝ ｛ｘ ｜ ｘ∈ Ｃ１Ｔ，ｘ″∈ Ｃ（Ｒ，Ｒ）｝
于是

Ｋｅｒ Ｌ ＝ Ｒ，ｌｍ Ｌ ＝ ｘ ｜ ｘ∈ ＣＴ，∫Ｔ
０
ｘ（ ｔ）ｄｔ ＝ ０{ }

显然，Ｌ 是指标为零的 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ算子．假定 Ｐ，Ｑ 为投影算子

Ｐ：Ｃ１Ｔ → Ｋｅｒ Ｌ，［Ｐｘ］（ ｔ） ＝ ｘ（０） ＝ ｘ（Ｔ）

Ｑ：ＣＴ → ＣＴ，［Ｑｘ］（ ｔ） ＝
１
Ｔ ∫

Ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ

则 ｌｍ Ｐ＝Ｋｅｒ Ｌ，Ｋｅｒ Ｑ＝ ｌｍ Ｌ．令 ＬＰ ＝Ｌ ｜ Ｄ（Ｌ）∩Ｋｅｒ Ｐ，则 ＬＰ 是可逆的，其逆为

Ｌ －１
Ｐ ：Ｉｍ Ｌ→ Ｄ（Ｌ）

［Ｌ －１
Ｐ ｙ］（ ｔ） ＝ － ｔ

Ｔ ∫
Ｔ

０
（ ｔ － ｓ）ｙ（ ｓ）ｄｓ ＋ ∫ｔ

０
（ ｔ － ｓ）ｙ（ ｓ）ｄｓ



　 　 下面给出将会使用到的引理．
引理 １［４］（Ｍａｗｈｉｎ延拓定理） 　 设 Ｘ，Ｙ 为 Ｂａｎａｃｈ 空间， Ｌ：Ｄ（Ｌ）⊂Ｘ→Ｙ 是指标为零的 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子，

Ω⊂Ｘ为有界开集，Ｎ：Ω→Ｙ 在Ω上是 Ｌ－紧的，如果下列条件满足：
① 对∀λ∈（０，１），ｘ∈∂Ω∩Ｄ（Ｌ），有 Ｌｘ≠λＮｘ；
② ∀ｘ∈∂Ω∩Ｋｅｒ Ｌ，ＱＮｘ≠０；
③ ｄｅｇ（ＪＱＮ，Ω∩Ｋｅｒ Ｌ，０）≠０．

则方程 Ｌｘ＝Ｎｘ 在Ω∩Ｄ（Ｌ）上至少存在一个解．

２　 主要结果

定理 １　 设方程（１）满足条件：
① ∀（ ｔ，ｘ，ｙ，ｖ）∈Ｒ４，有 ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ，ｖ） ≥σ ｜ ｖ ｜ ，其中 σ ＝ ｉｎｆ（ ｔ，ｘ，ｙ，ｖ）∈［０，Ｔ］×Ｒ３ ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ，ｖ）＞０，γ ＝ ｓｕｐ（ ｔ，ｘ，ｙ）∈

［０，Ｔ］×Ｒ２ ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ，０）；
② β１ ＝ ｍａｘｔ∈［０，Ｔ］

β（ ｔ）≥β０ ＝ ｍｉｎｔ∈［０，Ｔ］
β（ ｔ）＞０；

③ ｌｉｍ
ｘ →＋∞

ｓｕｐ ｇ（ｘ）
ｘ
≤ｒ；

④ ｌｉｍ
ｘ →＋∞

ｓｇｎ（ｘ）ｇ（ｘ）＝ ＋∞ ．则当 ｒ＜ σ
β１Ｔ

时，方程（１）存在 Ｔ－周期解．

证明　 令 Ｎ：Ｃ１Ｔ→ＣＴ，［Ｎｘ］（ ｔ）＝ －ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ－τ０（ ｔ）），ｘ′（ ｔ））－β（ ｔ）ｇ（ｘ（ ｔ－τ１（ ｔ））） ＋ｐ（ ｔ），则方程（１）
可化为算子方程 Ｌｘ＝Ｎｘ．记 Ω１ ＝｛ｘ ｜ ｘ∈Ｄ（Ｌ），Ｌｘ＝λＮｘ，λ∈（０，１）｝，则对∀ｘ∈Ω１，有

ｘ″（ ｔ） ＋ λｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ０（ ｔ）），ｘ′（ ｔ）） ＋ λβ（ ｔ）ｇ（ｘ（ ｔ － τ１（ ｔ））） ＝ λｐ（ ｔ） （２）
下面证明存在 ξ∈Ｒ，使得

ｘ（ξ） ≤ Ｋ∗１ （３）
其中 Ｋ∗１ 为与 λ 无关的常数．事实上，令 ｔ１ 为 ｘ（ ｔ）在 Ｒ 上取得最大值的点，则 ｘ′（ ｔ１）＝ ０，ｘ″（ ｔ１）≤０．由于 ｐ（ ｔ）
为 Ｒ 上的连续周期函数，因此必然存在最小值，记 ｐ＝ ｍｉｎ

ｔ∈［０，Ｔ］
ｐ（ ｔ），由方程（２）得

ｆ（ ｔ１，ｘ（ ｔ１），ｘ（ ｔ１ － τ（ ｔ１）），０） ＋ β（ ｔ１）ｇ（ｘ（ ｔ１ － τ１（ ｔ１）） － ｐ（ ｔ１） ≥ ０ （４）
于是有

ｇ（ｘ（ ｔ１ － τ（ ｔ１））） ≥
ｐ － γ
β１

由定理 １条件④知， ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｇ（ｘ）＝ ＋∞ ，因此必存在 Ｋ１＞０，使得

ｘ（ ｔ１ － τ１（ ｔ１）） ＞ － Ｋ１ （５）
令 ｔ２ 为 ｘ（ ｔ）在 Ｒ 上取得最小值的点，则 ｘ′（ ｔ２）＝ ０，ｘ″（ ｔ２）≥０，由式（２）得

β（ ｔ２）ｇ（ｘ（ ｔ２ － τ１（ ｔ２）） － ｐ（ ｔ２） ≤ ０ （６）
　 　 下面讨论：

（Ⅰ） 若 ｔ２ ＝ ｔ１，则 ｘ（ ｔ）≡Ｃ，且 ｇ（Ｃ） ≤
ｐ（ ｔ２）
β（ ｔ２）

≤
ｐ ∞

β０
，则存在 ξ∈Ｒ，使得 ｘ（ξ） ≤Ｋ∗１ ．

（Ⅱ） 若 ｔ２≠ｔ１，由式（６）， ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｇ（ｘ）＝ －∞知存在常数 Ｋ２＞０，有 ｘ（ ｔ２－τ１（ ｔ２））＜Ｋ２ ．

　 　 （Ａ） 若 ｘ（ ｔ２－τ１（ ｔ２））∈（－Ｋ１，Ｋ２），则取 ξ＝ ｔ２－τ１（ ｔ２），此时有 ｘ（ξ） ≤Ｋ∗１ ＝ｍａｘ｛Ｋ１，Ｋ２｝ ．
　 　 （Ｂ） 若 ｘ（ ｔ２－τ１（ ｔ２））＜－Ｋ１，由式（５）及 ｘ（ ｔ）的连续性及介值定理知一定存在 ｔ１－τ１（ ｔ１），ｔ２－τ１（ ｔ２）之

间的某个 ξ，使得 ｘ（ξ）＝ －Ｋ１，即 ｘ（ξ） ≤Ｋ∗１ ．
综上所述，存在 ξ∈Ｒ，使得 ｘ（ξ） ≤Ｋ∗１ ，其中 Ｋ∗１ 是与 λ 无关的常数，记 ξ ＝ ｋＴ ＋ ｔ０，其中 ｋ∈Ｚ，

ｔ０∈［０，Ｔ］，则 ｘ（ξ） ＝ ｘ（ ｔ０） ≤Ｋ∗１ ．于是，
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ｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ０） ＋ ∫ｔ
ｔ ０
ｘ′（ ｓ）ｄｓ

因此

ｘ ∞ ≤ Ｋ∗１ ＋ ∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ｄｔ

由于 ｘ（０）＝ ｘ（Ｔ），故必有 ｔ∗０ ∈［０，Ｔ］，使得 ｘ＇（ ｔ∗０ ） ＝ ０，同上可得

ｘ′（ ｔ） ＝ ｘ′（ ｔ∗０ ） ＋ ∫ｔ
ｔ

∗

０
ｘ″（ ｓ）ｄｓ

于是

ｘ′ ∞ ≤ ∫Ｔ
０

ｘ″（ ｔ） ｄｔ

将式（２）两端同乘以 ｘ′（ ｔ），并在［０，Ｔ］上积分，得

∫Ｔ
０
ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ０（ ｔ）），ｘ′（ ｔ））ｘ′（ ｔ）ｄｔ ＋ ∫Ｔ

０
β（ ｔ）ｇ（ｘ（ ｔ － τ１（ ｔ）））ｘ′（ ｔ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ

０
ｐ（ ｔ）ｘ′（ ｔ）ｄｔ （７）

由定理 １的条件①可得

σ∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ２ｄｔ≤－ ∫Ｔ
０
β（ ｔ）ｇ（ｘ（ ｔ － τ１（ ｔ）））ｘ′（ ｔ）ｄｔ ＋ ∫Ｔ

０
ｐ（ ｔ）ｘ′（ ｔ）ｄｔ

对于 ε＝ １
２

σ
β１Ｔ
－ｒæ

è
ç

ö

ø
÷ ，由定理 １条件③可知存在 Ｍ１，当 ｘ（ ｔ－τ１（ ｔ）） ≥Ｍ１ 时，有

ｇ（ｘ（ ｔ － τ１（ ｔ））） ≤ （ ｒ ＋ ε） ｘ（ ｔ － τ１（ ｔ）） （８）
设 Ｅ１ ＝｛ ｔ ｜ ｔ∈［０，Ｔ］， ｘ（ ｔ－τ１（ ｔ）） ≥Ｍ１｝，Ｅ２ ＝｛ ｔ ｜ ｔ∈［０，Ｔ］， ｘ（ ｔ－τ１（ ｔ）） ＜Ｍ１｝ ＝［０，Ｔ］ ＼Ｅ１，并记

ρ ＝ ｍａｘ
ｘ ＜ Ｍ１

ｇ（ｘ） （９）

则由式（９） ⁃（１１）和柯西不等式可得

σ∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ２ｄｔ≤ ∫Ｔ
０

β（ ｔ） ｇ（ｘ（ ｔ － τ１（ ｔ））） ｘ′（ ｔ） ｄｔ ＋ ∫Ｔ
０

ｐ（ ｔ） ｘ′（ ｔ） ｄｔ≤

β１∫
Ｅ１

ｇ（ｘ（ ｔ － τ１（ ｔ））） ｘ′（ ｔ） ｄｔ ＋ β１∫
Ｅ２

ｇ（ｘ（ ｔ － τ１（ ｔ））） ｘ′（ ｔ） ｄｔ ＋ ｐ ∞ ∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ｄｔ≤

β１（ ｒ ＋ ε） ｘ ∞ ∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ｄｔ ＋ Ｃ０∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ｄｔ≤

β１（ ｒ ＋ ε） Ｋ∗１ ＋ ∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ｄｔ( ) ∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ｄｔ ＋ Ｃ０∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ｄｔ≤

β１（ ｒ ＋ ε）Ｋ∗１ ＋ Ｃ０( ) ∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ｄｔ ＋ β１（ ｒ ＋ ε） ∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ｄｔ( )
２
≤

β１（ ｒ ＋ ε）Ｋ∗１ ＋ Ｃ０( ) Ｔ１ ／ ２ ∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ２ｄｔ( )
１ ／ ２

＋ β１（ ｒ ＋ ε）Ｔ∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ２ｄｔ （１０）

式（１０）中，Ｃ０ ＝β１ρ＋ ｐ ∞ ，因此

（σ － β１（ ｒ ＋ ε）Ｔ）∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ２ｄｔ≤ （β１（ ｒ ＋ ε）Ｋ∗１ ＋ Ｃ０）Ｔ１ ／ ２ ∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ２ｄｔ( )
１ ／ ２

∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ２ｄｔ≤ Ｔ
β１（ ｒ ＋ ε）Ｋ∗１ ＋ Ｃ０
σ － β１（ ｒ ＋ ε）Ｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

＝ １
Ｔ

ｒＴβ１Ｋ∗１ ＋ σＫ∗１ ＋ ２ＴＣ０
σ － ｒβ１Ｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

由此可得

ｘ ∞ ≤ Ｋ∗１ ＋ ∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ｄｔ≤ Ｋ∗１ ＋ Ｔ１ ／ ２ ∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ２ｄｔ( )
１ ／ ２

＝

Ｋ∗１ ＋
ｒＴβ１Ｋ∗１ ＋ σＫ∗１ ＋ ２ＴＣ０

σ － ｒβ１Ｔ
由此可知，一定存在某个与 λ 无关的 Ｍ＞０，使得 ｘ ∞≤Ｍ， ｘ′ ∞≤Ｍ，故 Ω１ 为有界集．

设 Ω２ ＝｛ｘ ｜ ｘ∈Ｋｅｒ Ｌ∩Ｃ１Ｔ，Ｎ（ｘ）∈ｌｍ Ｌ｝，任取 ｘ（ ｔ）∈Ω２，则知 ｘ（ ｔ）≡Ｃ 必满足

∫Ｔ
０
ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ０（ ｔ）），０）ｄｔ ＋ ∫Ｔ

０
β（ ｔ）ｇ（Ｃ）ｄｔ － ∫Ｔ

０
ｐ（ ｔ）ｄｔ ＝ ０
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故 Ω２ 也是有界的．取 Ω ＝ ｛ ｘ ｜ ｘ∈Ｃ１Ｔ， ｘ ＜ ２Ｍ＋ １｝，则 Ω⊃Ω１∪Ω２ 且为开集．而 Ｎ 在Ω上是 Ｌ －紧的，当
ｘ∈∂Ω∩Ｄ（Ｌ）时，对∀λ∈（０，１），都有 Ｌｘ≠λＮｘ．∀ｘ∈∂Ω∩Ｋｅｒ Ｌ 时，由算子 Ｑ 的定义知

（ＱＮ）（ｘ） ＝ １
Ｔ ∫

Ｔ

０
－ ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ０（ ｔ）），ｘ′（ ｔ）） － β（ ｔ）ｇ（ｘ（ ｔ － τ１（ ｔ））） ＋ ｐ（ ｔ）[ ] ｄｔ≠ ０

　 　 作变换

Ｈ（ｘ，α） ＝ － αｘ － １
Ｔ
（１ － α）∫Ｔ

０
ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ０（ ｔ）），ｘ′（ ｔ）） ＋ β（ ｔ）ｇ（ｘ） － ｐ（ ｔ）( ) ｄｔ，α∈ ［０，１］

　 　 当 ｘ∈∂Ω∩Ｋｅｒ Ｌ 及 α∈［０，１］时，有

ｘＨ（ｘ，α） ＝ － αｘ２ － ｘ
Ｔ
（１ － α）∫Ｔ

０
ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ０（ ｔ）），ｘ′（ ｔ）） ＋ β（ ｔ）ｇ（ｘ） － ｐ（ ｔ）( ) ｄｔ≠ ０

故 Ｈ（ｘ，α）为同伦映射，取 Ｊ 为恒同映射，有
ｄｅｇ（ＪＱＮ，Ω∩ Ｋｅｒ Ｌ，０） ＝ ｄｅｇ（ － ｘ，Ω∩ Ｋｅｒ Ｌ，０） ≠ ０

由引理 １知，方程（１）至少存在一个 Ｔ－周期解．
为了下面的证明，假设 ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ，ｖ）＝ ｆ１（ ｔ，ｘ，ｙ，ｖ）＋ｆ２（ ｔ，ｘ，ｙ，ｖ），其中 ｆ１（ ｔ，ｘ，ｙ，ｖ）和 ｆ２（ ｔ，ｘ，ｙ，ｖ）均在 Ｒ４ 上

连续，且∀（ ｔ，ｘ，ｙ，ｖ）∈Ｒ４，ｆ１（ ｔ，ｘ，ｙ，ｖ）和 ｆ２（ ｔ，ｘ，ｙ，ｖ）都是关于 ｔ 的 Ｔ－周期函数．

定理 ２　 若 ｉｎｆ（ ｔ，ｘ，ｙ，ｖ）∈Ｒ４ ｆ１（ ｔ，ｘ，ｙ，ｖ）≥０，ｓｕｐ（ ｔ，ｘ，ｙ，ｖ）∈Ｒ４ ｆ２（ ｔ，ｘ，ｙ，ｖ） ＝ δ＜
１
２Ｔ
，且定理 １中的条件②⁃④仍满

足，则当 ｒ＜ １
２β１Ｔ２

时，方程（１）至少存在一个 Ｔ－周期解．

证明　 设 Ω３ ＝｛ｘ ｜ ｘ∈Ｄ（Ｌ），Ｌｘ＝λＮｘ，λ∈（０，１）｝，∀ｘ∈Ω３，有
ｘ″（ ｔ） ＋ λｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ０（ ｔ）），ｘ′（ ｔ）） ＋ λβ（ ｔ）ｇ（ｘ（ ｔ － τ１（ ｔ））） ＝ λｐ（ ｔ） （１１）

类似于定理 １ 中的证明，可知存在 ｔ′０∈［０，Ｔ］和 Ｋ∗２ ＞０，使得 ｘ（ ｔ′０） ≤Ｋ∗２ ，其中 Ｋ∗２ 是与 λ 无关的常数．
另有

ｘ ∞ ≤ Ｋ∗２ ＋ ∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ｄｔ， ｘ′ ∞ ≤ ∫Ｔ
０

ｘ″（ ｔ） ｄｔ

由 ｌｉｍ
ｘ →＋∞

ｓｕｐ ｇ（ｘ）
ｘ
≤ｒ 可知，对给定的 ε＝ １

２
１
２β１Ｔ２

－ｒé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，存在 Ｍ２＞０，使得当 ｘ（ ｔ－τ１（ ｔ）） ≥Ｍ２ 时，有

ｇ（ｘ（ ｔ － τ１（ ｔ））） ≤ （ ｒ ＋ ε） ｘ（ ｔ － τ１（ ｔ）） （１２）
设 Ｅ′１ ＝ ｛ ｔ ｜ ｔ∈［０，Ｔ］， ｘ（ ｔ－τ１（ ｔ）） ≥Ｍ２｝ ，Ｅ′２ ＝ ｛ ｔ ｜ ｔ∈［０，Ｔ］， ｘ（ ｔ－τ１（ ｔ）） ＜ Ｍ２｝ ＝ ［０，Ｔ］ ＼ Ｅ′１，仍
记 ρ＝ ｍａｘ

ｘ ＜Ｍ２
ｇ（ｘ） ．

因为 ｘ（０）＝ ｘ（Ｔ），由罗尔定理可知存在 ｔ３∈［０，Ｔ］，使得 ｘ′（ ｔ３）＝ ０．在式（１１）两边同乘以 ｘ′（ ｔ），并从 ｔ３
到 ｔ 积分，于是有

１
２

ｘ′（ ｔ）[ ] ２ ＝ － λ∫ｔ
ｔ３
ｆ（ ｓ，ｘ（ ｓ），ｘ（ ｓ － τ０（ ｓ）），ｘ′（ ｓ））ｘ′（ ｓ）ｄｓ －

λ∫ｔ
ｔ３
β（ ｓ）ｇ（ｘ（ ｓ － τ１（ ｓ）））ｘ′（ ｓ）ｄｓ ＋ λ∫ｔ

ｔ３
ｐ（ ｓ）ｘ′（ ｓ）ｄｓ≤

－ λ∫ｔ
ｔ３
ｆ２（ ｓ，ｘ（ ｓ），ｘ（ ｓ － τ０（ ｓ）），ｘ′（ ｓ））ｘ′（ ｓ）ｄｓ －

λ∫ｔ
ｔ３
β（ ｓ）ｇ（ｘ（ ｓ － τ１（ ｓ）））ｘ′（ ｓ）ｄｓ ＋ λ∫ｔ

ｔ３
ｐ（ ｓ）ｘ′（ ｓ）ｄｓ≤

∫ｔ ３＋Ｔ
ｔ３

ｆ２（ ｓ，ｘ（ ｓ），ｘ（ ｓ － τ０（ ｓ）），ｘ′（ ｓ）） ｘ′（ ｓ） ｄｓ ＋

∫ｔ ３＋Ｔ
ｔ３

β（ ｓ） ｇ（ｘ（ ｓ － τ１（ ｓ））） ｘ′（ ｓ） ｄｓ ＋ ∫ｔ ３＋Ｔ
ｔ３

ｐ（ ｓ） ｘ′（ ｓ） ｄｓ ＝

∫Ｔ
０

ｆ２（ ｓ，ｘ（ ｓ），ｘ（ ｓ － τ０（ ｓ）），ｘ′（ ｓ）） ｘ′（ ｓ） ｄｓ ＋
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∫Ｔ
０

β（ ｓ） ｇ（ｘ（ ｓ － τ１（ ｓ））） ｘ′（ ｓ） ｄｓ ＋ ∫Ｔ
０

ｐ（ ｓ） ｘ′（ ｓ） ｄｓ≤

δ∫Ｔ
０

ｘ′（ ｔ） ｄｔ ＋ Ｔ ｐ ∞ ｘ′ ∞ ＋ β１∫
Ｅ′１

ｇ（ｘ（ ｔ － τ１（ ｔ））） ｘ′（ ｔ） ｄｔ ＋

β１∫
Ｅ′２

ｇ（ｘ（ ｔ － τ１（ ｔ））） ｘ′（ ｔ） ｄｔ≤

Ｔδ ｘ′ ∞ ＋ ＴＣ０ ｘ′ ∞ ＋ β１（ ｒ ＋ ε）Ｔ ｘ ∞ ｘ′ ∞

其中 Ｃ０ 定义同前，则
ｘ′ ２

∞ ＝ ｍａｘ
ｔ∈［ ｔ３，ｔ３＋Ｔ］

｛ ｘ′（ ｔ） ２｝ ≤ ２Ｔδ ｘ′ ∞ ＋ ２ＴＣ０ ｘ′ ∞ ＋ ２β１（ ｒ ＋ ε）Ｔ ｘ ∞ ｘ′ ∞

ｘ′ ∞ ≤ ２Ｔδ ＋ ２ＴＣ０ ＋ ２β１（ ｒ ＋ ε）Ｔ Ｋ∗２ ＋ ｘ′ ∞ Ｔ( )

因此

ｘ′ ∞ ≤
２Ｔδ ＋ ２ＴＣ０ ＋ ２β１（ ｒ ＋ ε）ＴＫ∗２

１ － ２β１（ ｒ ＋ ε）Ｔ２
＝

４Ｔ２δ ＋ ４Ｃ０Ｔ２ ＋ ２β１Ｋ∗２ ｒＴ２ ＋ Ｋ∗２
Ｔ － ２β１ｒＴ３

＝ Ｍ３

因为 ｘ ∞≤Ｋ∗２ ＋ ｘ′ ∞ Ｔ，所以一定存在某个与 λ 无关的 Ｍ′＞０，使得 ｘ ∞≤Ｍ′， ｘ′ ∞≤Ｍ′，故 Ω３ 为有界集．
其余证明同定理 １，此略．证毕．
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