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　 　 摘　 要：运用递推数列的方法，证明了不定方程 ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝ ２６ｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）无正整

数解．
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当（ｍ，ｎ）＝ １，ｍ，ｎ∈Ｎ∗时，对形如 ｍｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝ ｎｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）的不定方程已有不少

研究工作［１⁃８］ ．１９７１ 年，Ｃｏｈｎ［１］证明了当（ｍ，ｎ）＝ （１，２）时，不定方程仅有正整数解（ｘ，ｙ）＝ （５，４）；１９７５ 年，
Ｐｏｎｎｕｄｕｒａｉｔ［２］证明了当（ｍ，ｎ）＝ （１，３）时，不定方程仅有正整数解（ｘ，ｙ）＝ （３，２），（７，５）；１９８２ 年，宣体佐［３］

证明了当（ｍ，ｎ）＝ （１，５）时，不定方程仅有正整数解（ｘ，ｙ）＝ （２，１）；１９９１ 年，罗明［４］证明了当（ｍ，ｎ）＝ （１，７）
时，不定方程仅有正整数解（ｘ，ｙ）＝ （４，２）；２００１年，罗明［５］证明了当（ｍ，ｎ）＝ （１，６）时，不定方程仅有正整数

解（ｘ，ｙ）＝ （７，４）；２００７年，程瑶、马玉林［６］证明了（ｍ，ｎ）＝ （１，１１）时，不定方程无正整数解；２０１３年，郭凤明、
罗明［７］证明了当 ｎ＝ １０时，不定方程无正整数解．为此，在上述基础上利用同余式和递归数列方法证明，当
ｍ＝ １，ｎ＝ ２６时，不定方程

ｘ（ｘ ＋ １）（ｘ ＋ ２）（ｘ ＋ ３） ＝ ２６ｙ（ｙ ＋ １）（ｙ ＋ ２）（ｙ ＋ ３） （１）
无正整数解．

先将方程（１）化为

（ｘ２ ＋ ３ｘ ＋ １） ２ － ２６（ｙ２ ＋ ３ｙ ＋ １） ２ ＝ － ２５ （２）
易知方程 Ｘ２－２６Ｙ２ ＝ －２５的全部整数解［９］，由以下 ４个类给出：

ｘｎ＋ｙｎ ２６ ＝ ± １＋ ２６( ) ｕｎ＋ｖｎ ２６( ) ＝ ± １＋ ２６( ) ５１＋１０ ２６( )
ｎ，ｎ∈Ｚ

ｘｎ＋ｙｎ ２６ ＝ ± －１＋ ２６( ) ｕｎ＋ｖｎ ２６( ) ＝ ± －１＋ ２６( ) ５１＋１０ ２６( )
ｎ，ｎ∈Ｚ

ｘ′ｎ＋ｙ′ｎ ２６ ＝ ± ２５＋５ ２６( ) ｕｎ＋ｖｎ ２６( ) ＝ ± ２５＋５ ２６( ) ５１＋１０ ２６( )
ｎ，ｎ∈Ｚ

ｘ′ｎ＋ｙ′ｎ ２６ ＝ ± －２５＋５ ２６( ) ｕｎ＋ｖｎ ２６( ) ＝ ± －２５＋５ ２６( ) ５１＋６ ２６( )
ｎ，ｎ∈Ｚ

其中 １＋ ２６ ，２５＋５ ２６是 Ｘ２－２６Ｙ２ ＝ －２５的相应结合类的基本解，５１＋１０ ２６是 Ｐｅｌｌ方程 ｕ２－２６ｖ２ ＝ １的

基本解．由式（２）可知 ５ （ｙ２＋３ｙ＋１），从而舍去后面两个结合类．因为 ｘｎ＋ｙｎ ２６与 ｘｎ＋ｙｎ ２６是共轭的，容易

知道 ｙｎ ＝ ｙ－ｎ，于是方程（２）的解应满足

（２ｙ ＋ ３） ２ ＝ ４ｙｎ ＋ ５ （３）



或者

（２ｙ ＋ ３） ２ ＝ － ４ｙｎ ＋ ５ （４）
　 　 由式（３）（４）不难推出下列关系式：

ｙｎ＋１ ＝ １０２ｙｎ － ｙｎ－１，ｙ０ ＝ １，ｙ１ ＝ ６１ （５）
ｕｎ＋１ ＝ １０２ｕｎ － ｕｎ－１，ｕ０ ＝ １，ｕ１ ＝ ５１ （６）
ｖｎ＋１ ＝ １０２ｖｎ － ｖｎ－１，ｖ０ ＝ ０，ｖ１ ＝ １０ （７）

ｕ２ｎ ＝ ２ｕ２ｎ － １，ｖ２ｎ ＝ ２ｕｎｖｎ，ｙｎ ＝ ｕｎ ＋ ｖｎ （８）
ｕｎ＋２ｈ ≡－ ｕｎ（ｍｏｄ ｕｈ），ｖｎ＋２ｈ ≡－ ｖｎ（ｍｏｄ ｕｈ） （９）

ｙｎ＋２ｈ ≡－ ｙｎ（ｍｏｄ ｕｈ） （１０）
　 　 下面将证明式（３）仅当 ｎ＝ －１，０时成立，式（４）仅当 ｎ＝ ０时成立．由此求得方程 ｘ２－２６（ｙ２＋３ｙ＋１） ２ ＝ －２５
的全部整数解，进一步求得式（１）的全部正整数解．

引理 １　 设 ２ ｎ，ｎ＞０，则
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证明　 由式（６）知 ２ ｕｎ，所以有 ｕ２ｎ≡２ｕ２ｎ － １≡１ （ｍｏｄ ８），
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　 　 引理 ２　 若式（３）式成立，则 ｎ≡－１，０（ｍｏｄ ８４０） ．
证明　 用对序列｛４ｙｎ＋５｝取模的方法证明．
ｍｏｄ １１，排除 ｎ≡１，２（ｍｏｄ ５），此时 ４ｙｎ＋５＝ ７，７（ｍｏｄ １１），剩 ｎ≡０，３，４（ｍｏｄ ５） ．
ｍｏｄ １９１，排除 ｎ≡３（ｍｏｄ ５），此时 ４ｙｎ＋５≡１１２（ｍｏｄ １９１），剩 ｎ≡－１，０（ｍｏｄ ５） ．
ｍｏｄ ３３７，排除 ｎ≡１，３，４，５，６，７，８，９，１０，１３，１４，，１５，１６，１８，１９，２０，２１，２２（ｍｏｄ ２４），此时 ４ｙｎ ＋５≡２４９，

２８８，３１９，７２，１２２，７７，１５５，６８，２１５，１３１，１７８，９８，５９，２８，２７５，２７０，１９２，２７９，１３２，２１６（ｍｏｄ ３３７），剩余 ｎ≡０，－１，
１２，１７（ｍｏｄ ２４） ．

ｍｏｄ ３ ４６７，排除 ｎ≡５（ｍｏｄ １２），此时 ４ｙｎ＋５≡３ ３０８（ｍｏｄ ３ ４６７），剩 ｎ≡－１，０，１２（ｍｏｄ ２４） ．
下面用计算排除 ｎ≡１２ （ｍｏｄ ２４） ．令 ｎ ＝ ２４ｔ ＋ １２，若 ２ ｜ ｔ，则 ｎ≡１２ （ｍｏｄ ４８），ｍｏｄ ４７，排除 ｎ≡

１２（ｍｏｄ ４８），此时 ４ｙｎ＋５≡１７（ｍｏｄ ４７）；若 ２ ｔ，则 ｎ≡３６（ｍｏｄ ４８），ｍｏｄ ４７，排除 ｎ≡３６（ｍｏｄ ４８），此时

４ｙｎ＋５≡４０（ｍｏｄ ４７），故式 （ ３） 不成立． 从而排除 ｎ≡ １２ （ ｍｏｄ ２４ ），剩余 ｎ≡ － １， ０ （ ｍｏｄ ２４ ） ． 因为

ｎ≡－１，０（ｍｏｄ ５），ｎ≡－１，０（ｍｏｄ ２４），故 ｎ≡－１，０（ｍｏｄ １２０） ．
下证 ｎ≡－１，０（ｍｏｄ ２８），ｍｏｄ １９７，排除 ｎ≡１，２，３，５，６，８，９，１０，１１，１２（ｍｏｄ １４），此时 ４ｙｎ ＋５≡５２，６７，

１７５，２６，３８，１５５，１４０，３２，６３，１８１（ｍｏｄ １９７），剩余 ｎ≡－１，０，４，７（ｍｏｄ １４） ．
ｍｏｄ ６ ６９１，排除 ｎ≡４，７，１３，１８，２１（ｍｏｄ ２８），此时 ４ｙｎ＋５≡２ ０３４，１ ６１８，６ ５３２，４ ６６７，５ ０８３（ｍｏｄ ６ ６９１） ．

剩余 ｎ≡－１，０，１４（ｍｏｄ ２８） ．
下面用计算排除 ｎ≡１４（ｍｏｄ ２８），令 ｎ＝ ２８ｔ＋１４．若 ２ ｜ ｔ，则 ｎ≡６（ｍｏｄ ８），ｍｏｄ ７４３，排除 ｎ≡６（ｍｏｄ ８），此

时 ４ｙｎ ＋ ５≡３８３ （ ｍｏｄ ７４３）；若 ２ ｔ，则 ｎ≡２ （ｍｏｄ ８），ｍｏｄ ７４３，排除 ｎ≡２ （ｍｏｄ ８），此时 ４ｙｎ ＋ ５≡
３７０（ｍｏｄ ７４３），从而得证 ｎ≡－１，０（ｍｏｄ ２８） ．因为 ｎ≡－１，０（ｍｏｄ １２０），所以 ｎ≡－１，０（ｍｏｄ ８４０） ．

引理 ３　 设 ｎ≡０（ｍｏｄ ８４０）且 ｎ＞０，则式（３）不成立．
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证明　 令 ｎ＝ ２·ｋ·３·５·７·２ｔ，（ ｔ≥２，２ ｋ），对｛５ｕｎ±４ｖｎ｝取模 ｍｏｄ ３７所得的两个剩余序列周期均为

１８，而｛２ｔ｝对 ｍｏｄ １８的剩余序列具有周期 ６．对 ｋ 分两种情况讨论．
１） ｋ≡１（ｍｏｄ ４）时，令

ｍ ＝
２ｔ，ｔ≡ ２，３，４，５（ｍｏｄ １８）
５·２ｔ，ｔ≡ ０（ｍｏｄ １８）
３·７·２ｔ，ｔ≡ １（ｍｏｄ １８）
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ïï

则有表 １．对表 １中所有 ｍ，均有
４ｕｍ＋５ｖｍ
３７

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１．

于是，由式 （ ８） （ １０）及引理 １，有 ４ｙｎ ＋ ５≡４ｙ２ｍ ＋ ５ ＝ ４ｖ２ｍ ＋ ５ （ ｍｏｄ ｕ２ｍ ），得
４ｙｎ＋５
ｕ２ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

４ｖ２ｍ＋５
ｕ２ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

４ｕｍ＋５ｖｍ
３７

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１．从而 ４ｙｎ＋５非平方数，故式（３）不成立．

２） ｋ≡－１（ｍｏｄ ４）时，令

ｍ ＝
２ｔ，ｔ≡ ０，１，２，５（ｍｏｄ １８）
５·２ｔ，ｔ≡ ３（ｍｏｄ １８）
３·７·２ｔ，ｔ≡ ４（ｍｏｄ １８）
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ï
ï
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则有表 ２．对表 ２中所有 ｍ，均有
５ｕｍ－４ｖｍ
３７

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１．

表 １　 ｋ≡１（ｍｏｄ ４）数据情况

ｔ（≥２）（ｍｏｄ ６） ０ １ ２ ３ ４ ５

ｍ（ｍｏｄ １８） １４ ６ ４ ８ １６ １４

５ｕｍ＋４ｖｍ（ｍｏｄ ３７） ２６ ３４ １５ ７ ２１ ２６

表 ２　 ｋ≡－１（ｍｏｄ ４）数据情况

ｔ（≥２）（ｍｏｄ ６） ０ １ ２ ３ ４ ５

ｍ（ｍｏｄ １８） １０ ２ ４ ４ １２ １４

５ｕｍ－４ｖｍ（ｍｏｄ ３７） ７ ２１ ２６ ２６ ３４ １５

于是，由式（８） （１０）及引理 １，有 ４ｙｎ ＋ ５≡－４ｙ２ｍ ＋ ５≡－４ｖ２ｍ ＋ ５（ｍｏｄ ｕ２ｍ），得
４ｙｎ＋５
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证毕．
引理 ４　 设 ｎ≡－１（ｍｏｄ ８４０）且 ｎ≠－１，式（３）不成立．
证明　 当 ｎ≡－１（ｍｏｄ ８４０）时，令 ｎ＝ －１＋ｋ·３·５·７·２ｔ（ ｔ≥３，２ ｋ），对｛ｕｍ｝取 ｍｏｄ ２３９，剩余序列周期

为 ２４０，而对｛２ｔ｝取 ｍｏｄ ２４０的剩余序列周期为 ４．
当 ｔ≡０，２（ｍｏｄ ４）时，令 ｍ＝ ５·２ｔ；当 ｔ≡１，３（ｍｏｄ ４）时，令 ｍ ＝ ２ｔ ．则当 ｔ≡０，１，２，３（ｍｏｄ ４）时，ｍ≡９０，

３２，８０，１２８（ｍｏｄ ２４０），有 ｕｍ≡７０，１５９，１１９，１９２（ｍｏｄ ２３９） ．此时对所有的 ｍ 均有
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又由式（１０）可得 ４ｙｎ＋５≡－４ｙ１＋５≡－２３９（ｍｏｄ ｕｍ） ．因 ２ ｜ｍ，则
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÷ ＝ －１，故式（３）不成立．

证毕．
引理 ５　 若式（４）成立，则必有 ｎ＝ ０．
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证明　 由式（４）知（２ｙ＋３） ２ ＝ －４ｙｎ＋５＞０，由式（５）知，当 ｎ≠０ 时，ｙｎ＞１，从而，负数不可能是完全平方数．

当 ｎ＝ ０，４ｙｎ＋５＝ １２，结论成立．
证毕．
定理 １　 不定方程

ｘ２ － ２６（ｙ２ ＋ ３ｙ ＋ １） ２ ＝ － ２５ （１１）
的全部整数解是（±ｘ，ｙ）＝ （１，－１），（１，－２），（２０９，－８），（２０９，５），（１，０），（１，－３） ．

证明　 由引理 ２及引理 ５ 知，要式（４）成立，则必须 ｎ ＝ ０，此时 ｙ ＝ －１，－２．这就给出了式（１１）的前两

组解．
由引理 ３及引理 ５知，要式（３）成立，则必须 ｎ ＝ －１，０，此时 ｙ ＝ －８，５，０，－３．这就给出了式（１１）的后 ４

组解．
证毕．
推论 １　 不定方程 ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝ ２６ｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）无正整数解．
证明　 要让式（１）有正整数解，则由式（２）及定理 １ 知，应有 ｘ２ ＋３ｘ＋１ ＝ ±２０９，但这两个方程都无正整

数解．
从而方程 ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝ ２６ｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）无正整数解．
证毕．
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