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　 　 摘　 要：运用递归序列和平方剩余的方法，证明了不定方程 ３ｘ（ｘ＋１） （ｘ＋２） （ｘ＋３）＝ ７ｙ（ｙ＋１） （ ｙ＋２）
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当（ｐ，ｑ）＝ １，ｐ，ｑ∈Ｎ 时，形如 ｐｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝ ｑｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）的不定方程已经有不少研究

工作［１⁃１１］ ．１９７１年，Ｃｏｈｎ［１］证明了（ｐ，ｑ）＝ （１，２）时，仅有正整数解（ｘ，ｙ）＝ （５，４）；１９７５年，Ｐｏｎｎｕｄｕｒａｉｔ ［２］证明

了（ｐ，ｑ）＝ （１，３）时，仅有正整数解（ｘ，ｙ）＝ （３，２），（７，５）；１９８２年，宣体佐［３］证明了（ｐ，ｑ）＝ （１，５）时，仅有正

整数解（ｘ，ｙ）＝ （２，１）；１９８２年，曹珍富［４］证明了（ｐ，ｑ）＝ （３，２）时，仅有正整数解（ｘ，ｙ）＝ （８，９）；１９９１ 年，罗

明［５］证明了（ｐ，ｑ）＝ （１，７）时，仅有正整数解（ｘ，ｙ）＝ （４，２）；２００１ 年，ＬｕｏＭｉｎｇ［６］证明了（ｐ，ｑ）＝ （１，６）时，仅

有正整数解（ｘ，ｙ）＝ （７，４）；２００７年，程瑶等［７］证明了（ｐ，ｑ）＝ （１，１１）时，无正整数解；２００９ 年，段明辉等［８］证

明了（ｐ，ｑ）＝ （１，１９）时，无正整数解；２００９ 年，罗明等［９］证明了（ ｐ，ｑ） ＝ （３，５）时，仅有正整数解（ ｘ，ｙ） ＝

（７，６）；２０１２年，瞿云云等［１０］证明了（ｐ，ｑ）＝ （１，１５）时，仅有正整数解（ｘ，ｙ）＝ （３，１），（２５，１２） ．但是对于 ｐ，ｑ

均大于 １，且为不相连素数的情况鲜有研究．

此处将运用递归数列方法证明（ｐ，ｑ）＝ （３，７）时，不定方程

３ｘ（ｘ ＋ １）（ｘ ＋ ２）（ｘ ＋ ３） ＝ ７ｙ（ｙ ＋ １）（ｙ ＋ ２）（ｙ ＋ ３） （１）

仅有一组正整数解（ｘ，ｙ）＝ （４，３） ．首先将方程化（１）为

［３（ｘ２ ＋ ３ｘ ＋ １）］ ２ － ２１（ｙ２ ＋ ３ｙ ＋ １） ２ ＝ － １２ （２）

易知方程 ｘ２－２１ｙ２ ＝ －１２的全部整数解由以下 ４个非结合类给出：

ｘｎ＋ｙｎ ２１ ＝ ±（３＋ ２１ ）（ｕｎ＋ｖｎ ２１ ）＝ ± ３＋ ２１( ) ５５＋１２ ２１( )
ｎ，ｎ∈Ｚ

ｘｎ＋ｙｎ ２１ ＝ ±（－３＋ ２１ ）（ｕｎ＋ｖｎ ２１ ）＝ ± －３＋ ２１( ) （５５＋１２ ２１ ） ｎ，ｎ∈Ｚ

ｘ′ｎ＋ｙ′ｎ ２１ ＝ ±（１８＋４ ２１ ）（ｕｎ＋ｖｎ ２１ ）＝ ±（１８＋４ ２１ ）（５５＋１２ ２１ ） ｎ，ｎ∈Ｚ

ｘ′ｎ＋ｙ′ｎ ２１ ＝ ±（－１８＋４ ２１ ）（ｕｎ＋ｖｎ ２１ ）＝ ±（－１８＋４ ２１ ）（５５＋１２ ２１ ） ｎ，ｎ∈Ｚ

其中 ３＋ ２１ ，１８＋４ ２１是 ｘ２－２１ｙ２ ＝ －１２的相应结合类的基本解，５５＋１２ ２１是 Ｐｅｌｌ方程 ｕ２－２１ｖ２ ＝ １ 的基本



解．从方程（２）可知 ２ ｘ２＋３ｘ＋１，从而舍去后面两个结合类．于是方程（２）的解应满足

（２ｙ ＋ ３） ２ ＝ ４ｙｎ ＋ ５

（２ｙ ＋ ３） ２ ＝ ４ｙｎ ＋ ５

容易看出 ｙｎ ＝ ｙ－ｎ，于是方程（２）的解应满足

（２ｙ ＋ ３） ２ ＝ ± ４ｙｎ ＋ ５，ｎ∈ Ｚ （３）

容易验证下列关系式（４） ⁃（１０）成立：

ｕｎ＋１ ＝ １１０ｕｎ － ｕｎ－１，ｕ０ ＝ １，ｕ１ ＝ ５５ （４）

ｖｎ＋１ ＝ １１０ｖｎ － ｖｎ－１，ｖ０ ＝ ０，ｖ１ ＝ １２ （５）

ｕ２ｎ ＝ ２ｕ２ｎ － １，ｖ２ｎ ＝ ２ｕｎｖｎ （６）

ｙｎ＋１ ＝ １１０ｙｎ － ｙｎ－１，ｙ０ ＝ １，ｙ１ ＝ ９１ （７）

ｙｎ ＝ ｕｎ ＋ ３ｖｎ （８）

ｕｎ＋２ｈ ≡－ ｕｎ（ｍｏｄ ｕｈ），ｖｎ＋２ｈ ≡－ ｖｎ（ｍｏｄ ｕｈ） （９）

ｙｎ＋２ｈ ≡－ ｙｎ（ｍｏｄ ｕｈ） （１０）

　 　 下面将分别证明式（３）当且仅当 ｎ＝ ０，或者 ｎ＝ －１时成立，由此求得方程（２）的全部整数解，进而求得式

（１）的全部正整数解．

１　 关于（２ｙ＋３） ２ ＝ ４ｙｎ＋５证明

本节考察 ｎ 取何值时 ４ｙｎ＋５为完全平方数．在做此工作之前先介绍几个引理．

引理 １　 设 ２ ｎ，ｎ＞０，则
±１２ｖ２ｎ＋５

ｕ２ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －

５ｕｎ±１２
２２３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

证明　 由式（６）知 ２ ｎ时，ｕｎ≡１（ｍｏｄ ４），ｖｎ≡０（ｍｏｄ ４），所以 ｕ２ｎ＋２１ｖ２ｎ≡１（ｍｏｄ ８），并且当 ２ ｎ时，ｕｎ≡１

（ｍｏｄ ７），对∀ｎ，ｕｎ≡１（ｍｏｄ ３），再次应用式（６）可推知：

± １２ｖ２ｎ ＋ ５
ｕ２ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

± ２４ｕｎｖｎ ＋ １０ｕ２ｎ
ｕ２ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｕｎ

ｕ２ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

± １２ｖｎ ＋ ５ｕｎ

ｕ２ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｕ２ｎ
ｕｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｕ２ｎ
± １２ｖｎ ＋ ５ｕｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － １

ｕｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２１ｖ２ｎ ＋ ｕ２ｎ
± １２ｖｎ ＋ ５ｕｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

６６９
± １２ｖｎ ＋ ５ｕｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ３

± １２ｖｎ ＋ ５ｕｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２２３
± １２ｖｎ ＋ ５ｕｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －

５ｕｎ ± １２ｖｎ
２２３

æ

è
ç

ö

ø
÷

　 　 证毕．

引理 ２　 若 ４ｙｎ＋５为平方数，则必须 ｎ≡０，－１（ｍｏｄ ２４×３２×５２） ．

证明　 在此次证明中采用对序列｛４ｙｎ＋５｝取模的方法证明．由于数字比较大，证明分 ３步进行．

１） 先证明 ｎ≡０，－１（ｍｏｄ ２４） ．

ｍｏｄ １７，排除 ｎ≡１，２，３，４，７，１４（ｍｏｄ １６），此时 ４ｙｎ＋５≡１２，６，６，６，１２，１４，１４（ｍｏｄ １７），剩余 ｎ≡０，５，６，

８，９，１０，１１，１２，１３，１５（ｍｏｄ １６）；ｍｏｄ ３１，排除 ｎ≡９，１０，１１，１２（ｍｏｄ １６），此时 ４ｙｎ＋５≡１３，２１，２１，１３（ｍｏｄ ３１）；
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ｍｏｄ １９３，排除 ｎ≡６，８，１３，１５（ｍｏｄ ３２），此时 ４ｙｎ＋５≡１２２，１８０，１８０，１２２（ｍｏｄ １９３）；ｍｏｄ １ ４９３，排除 ｎ≡２４，２９

（ｍｏｄ ３２），此时 ４ｙｎ＋５≡１ ００７，１ ００７（ｍｏｄ １ ４３９）；ｍｏｄ １９１，排除 ｎ≡１６，２１，２２，５３，５４（ｍｏｄ ６４），此时 ４ｙｎ＋５≡

７６，９１，８９，１１０，１１２（ｍｏｄ １９１）；剩 ｎ≡０，５，－１（ｍｏｄ １６），ｍｏｄ ２６３，排除 ｎ≡５（ｍｏｄ ８），此时 ４ｙｎ＋５≡１６７（２６３），

即 ｎ≡０，－１（ｍｏｄ ２４） ．

２） 再证明 ｎ≡０，－１（ｍｏｄ ３２） ．

ｍｏｄ ５３，排除 ｎ≡１， ２， ４， ５ （ ｍｏｄ ９），此时 ４ｙｎ ＋ ５≡５１， ２６， ３０， １４ （ ｍｏｄ ５３）； ｍｏｄ ３７９，排除 ｎ≡

６，１２（ｍｏｄ １８），此时 ４ｙｎ＋５≡３７５，１０（ｍｏｄ ３７９）； ｍｏｄ ３ ５１１，排除 ｎ≡３，７，１５，１６（ｍｏｄ １８），此时 ４ｙｎ＋５≡８０７，

２ １８２，２ ７１８，１ ３３９（ｍｏｄ ３５１１）；剩余 ｎ≡０，８，９，１７（ｍｏｄ １８），即 ｎ≡０，－１（ｍｏｄ ３２） ．

３） 最后证明 ｎ≡０，－１（ｍｏｄ ５２） ．

ｍｏｄ １９９，排除 ｎ≡１，２，３，４，５，６，７，１０，１１，１２，１４，１６，１７，１９，２１，２２，２３（ｍｏｄ ２５），此时 ４ｙｎ ＋５≡１７０，４２，

１２９，７６，１２９，４２，１７０，３，１０７，８３，１９２，８３，１０７，３（ｍｏｄ １９９）；ｍｏｄ ３２ ０５１，排除 ｎ≡１５（ｍｏｄ ２５），此时 ４ｙｎ ＋５≡

１ ７４９（ｍｏｄ ３２ ０５１）；ｍｏｄ ４２１，排除 ｎ≡３（ｍｏｄ ５），此时 ４ｙｎ ＋５≡３６２（ｍｏｄ ４２１）；ｍｏｄ １５１，排除 ｎ≡９，２０，

３４（ｍｏｄ ５０），此时 ４ｙｎ ＋５≡１３３，１２９，２８（ｍｏｄ １５１）；ｍｏｄ １ ６１９，排除 ｎ≡５，１５（ｍｏｄ ２０），此时 ４ｙｎ ＋５≡１４１，

１ ４８８（ｍｏｄ １ ６１９）；剩余 ｎ≡０，２４，４９，５０，７４，９９（ｍｏｄ １００），即 ｎ≡０，－１（ｍｏｄ ５２） ．证毕．

引理 ３　 设 ｎ≡０（ｍｏｄ ２４×３２×５２）且 ｎ＞０，则 ４ｙｎ＋５不为完全平方数．

证明　 令 ｎ＝ ２×ｋ×３２×５２×２ｔ，（ ｔ≥３，２ ｋ），对｛５ｕｎ±１２ｖｎ｝取模 ２２３，所得的两个剩余序列周期均为 ５６，而

对｛２ｔ｝模 ５６的剩余序列具有周期 ３．下面对 ｋ 分两种情况讨论．

ａ） ｋ≡１（ｍｏｄ ４）时，令

ｍ ＝

２ｔ，

５·２ｔ，

３２·２ｔ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ｔ≡ ０（ｍｏｄ ３）

ｔ≡ １（ｍｏｄ ３）

ｔ≡ ２（ｍｏｄ ３）

则有表 １．

其中第一行表示 ｔ（ ｔ≥３）（ｍｏｄ ３），第二行表示 ｍ（ｍｏｄ ５６），第三行表示 ５ｕｍ＋１２ｖｍ（２２３） ．特别地，当 ｔ ＝ １

时，取 ｍ＝ ２２，此时 ５ｕｍ＋１２ｖｍ≡１１２（ｍｏｄ ２２３）；当 ｔ＝ ２时，取 ｍ＝ ４，此时 ５ｕｍ＋１２ｖｍ≡１９９（ｍｏｄ ２２３） ．对表 １ 中

所有 ｍ，以及特殊的 ｔ＝ １，２时的 ｍ，均有
５ｕｍ＋１２ｖｍ
２２３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １．于是由式（９） （１０）及引理 １，有 ４ｙｎ ＋５≡４ｙ２ｍ ＋５≡

１２ｖ２ｍ＋５（ｍｏｄ ｕ２ｍ） ．于是得到

４ｙｎ ＋ ５
ｕ２ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

１２ｖ２ｍ ＋ ５
ｕ２ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －

５ｕｍ ＋ １２ｖｍ
２２３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － １

从而 ４ｙｎ＋５是非平方数．

ｂ） ｋ≡－１（ｍｏｄ ４）时，令

ｍ

２ｔ，

５·２ｔ，

３·２ｔ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ｔ≡ ２（ｍｏｄ ３）

ｔ≡ １（ｍｏｄ ３）

ｔ≡ ０（ｍｏｄ ３）
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则有表 ２．

表 １　 ｋ≡１（ｍｏｄ ４）情况下的数据

０ １ ２

８ ２４ ８

１５３ １３９ １５３

表 ２　 ｋ≡－１（ｍｏｄ ４）情况下的数据

０ １ ２

３２ ４８ ３２

１３９ １５３ １３９

　 　 其中第一行表示 ｔ（ ｔ≥３）（ｍｏｄ ３），第二行表示 ｍ（ｍｏｄ ５６），第三行表示 ５ｕｍ－１２ｖｍ（ｍｏｄ ２２３） ．对表 ２ 中

所有 ｍ，均有
５ｕｍ－１２ｖｍ
２２３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １，于是由式（９） （１０）及引理 １，有 ４ｙｎ ＋５≡－４ｙ２ｍ ＋５≡－１２ｖ２ｍ ＋５（ｍｏｄ ｕ２ｍ） ．于是

得到

４ｙｎ ＋ ５
ｕ２ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

－ １２ｖ２ｍ ＋ ５
ｕ２ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －

５ｕｍ － １２ｖｍ
２２３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － １

从而 ４ｙｎ＋５是非平方数．证毕．

引理 ４　 设 ｎ≡－１（ｍｏｄ ２４×３２×５２），则仅当 ｎ＝ －１时，４ｙｎ＋５为完全平方数．

证明　 如果 ｎ≡－１（ｍｏｄ ２４×３２×５２）且 ｎ≠－１，则可令 ｎ＝ －１＋２·ｋ×３２×５２×２ｔ，（ ｔ≥３，２ ｋ），由式（９）知，

４ｙｎ＋５≡－４ｙ－１＋５≡－７１（ｍｏｄ ｕｍ），又 ２ ｍ时，ｕｍ≡１（ｍｏｄ ４），从而
４ｙｎ＋５
ｕｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝
－７１
ｕｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ７１

ｕｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｕｍ

７１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

对｛ｕｍ｝取模 ７１，所得的剩余序列周期为 ２４，而对｛２ｔ｝模 ２４的剩余序列具有周期 ２．令

ｍ
２ｔ，

３２·２ｔ，{ ｔ≡ １（ｍｏｄ ２）

ｔ≡ ０（ｍｏｄ ２）

特别地，当 ｔ＝ １时，取 ｍ＝ ２，此时 ｕｍ≡１４（ｍｏｄ ７１）；当 ｔ ＝ ２ 时，取 ｍ ＝ １，此时 ｕｍ≡６１（ｍｏｄ ７１） ．对所有 ｍ，包

括特殊的 ｔ＝ １，２时的 ｍ，均有
ｕｍ

７１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１．于是可知

４ｙｎ＋５
ｕｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１，即 ４ｙｎ＋５ 不为平方数，假设不成立．当ｎ＝ －１

时，４ｙｎ＋５＝ ９２ ．证毕．

２　 关于（２ｙ＋３） ２ ＝ ４ｙｎ＋５的证明

引理 ５　 仅当 ｎ＝ ０时，４ｙｎ＋５是平方数．

证明　 要使 ４ｙｎ＋５≥０成立，即 ｙｎ≤１，当且仅当 ｎ＝ ０时成立，此时 ４ｙｎ＋５＝ １．证毕．

３　 结　 论

综合以上结果，现给出主要结论．

定理 １　 不定方程 ３ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝ ７ｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）仅有正整数解．

证明　 由引理 ５知

（２ｙ ＋ ３） ２ ＝ ４ｙ０ ＋ ５ ＝ １
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因此 ｙ＝ －１，－２．由引理 １，２知

（２ｙ ＋ ３） ２ ＝ ４ｙ０ ＋ ５ ＝ ９

因此 ｙ＝ ０，－３．

（２ｙ ＋ ３） ２ ＝ ４ｙ －１ ＋ ５ ＝ ８１

因此 ｙ＝ ３，－６．

由此，容易知道方程 （ １ ） 有 １６ 组解，其中有 ４ 组解 是 非 平 方 解，它 们 是 （ ４， ３ ）， （ － ７， ３ ），

（－７，－６），（４，－６） ．

　 　 因此，不定方程 ３ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝ ７ｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）仅有正整数解（ｘ，ｙ）＝ （４，３） ．
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