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　 　 摘　 要：主要利用同余式、二次剩余等证明了 Ｐ≡１９（ｍｏｄ ２４） 为奇素数，Ｑ ＝ ９７ ２４１ ３３７， Ｐ
Ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － １时，

不定方程 ｘ３ － １ ＝ ＰＱｙ２ 仅有整数解（ｘ，ｙ） ＝ （１，０） ．
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不定方程

ｘ３ － １ ＝ Ｄｙ２（Ｄ ＞ ０，Ｄ 无平方因子，ｘ，ｙ∈ Ｚ） （１）

是一类重要的三次方程，其整数解已有不少人研究过．当 Ｄ＞２，Ｄ 无平方因子且不含 ６ｋ＋１ 形素因子时，文献

［１，２］已经解决；当 Ｄ 含 ６ｋ＋１形素因子时，目前已有许多相关结论，但是 Ｄ 含两个或两个以上 ６ｋ＋１ 形素因

子时，方程（１）的求解较为困难，目前结论还比较少．文献［３］给出 Ｄ＝ ｐｑ，ｐ≡１（ｍｏｄ ２４）为奇素数，ｑ ＝ １２ｓ２＋１

为奇素数， ｐ
ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１ 时方程（１）的解的情况；文献［４］给出 Ｄ ＝ ｐｑ，ｐ ＝ ７３，ｑ≡１，１９（ｍｏｄ ２４）为奇素数，

ｑ
７３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１时方程（１）的解的情况；文献［５］给出 Ｄ＝ ｐｑ，ｑ ＝ １３，ｐ≡１（ｍｏｄ １２）为奇素数， ｐ

１３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１ 时方程（１）

的解的情况；文献［６］给出 Ｄ ＝ ｐｑ，ｐ ＝ ７，ｑ ＝ １３，１９，６１ 时方程（１）的解的情况；文献［７］给出 Ｄ ＝ ｐｑ，ｑ ＝ ７，

ｐ＝ ３ｋ＋２，ｋ≢３，７（ｍｏｄ ８）为素数时方程（１）的解的情况；文献［７］给出 Ｄ＝ １２６７ ＝ ７×１８１ 时方程（１）的解的情

况．此处主要研究 Ｐ≡１９（ｍｏｄ ２４）为奇素数，Ｑ＝ ９７ ２４１ ３３７， Ｐ
Ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１时方程（１）的解的情况．

引理 １［８］ 　 设 ｐ≡１９（ｍｏｄ ２４），ｑ≡１（ｍｏｄ ２４），ｐ，ｑ 为奇素数，则丢番图方程组 ｘ－１＝ ３ｐｑｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝ ３ｖ２，

ｇｃｄ（ｕ，ｖ）＝ １只有平凡解（ｘ，ｕ，ｖ）＝ （１，０，±１） ．

定理 １　 设 Ｐ≡１９（ｍｏｄ ２４）为奇素数，Ｑ＝ ９７ ２４１ ３３７，勒让德符号值
Ｐ
Ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１，则不定方程

ｘ３ － １ ＝ ＰＱｙ２ （２）

仅有平凡解（ｘ，ｙ）＝ （１，０） ．

证明　 因为 ｘ３－１＝（ｘ－１）（ｘ２＋ｘ＋１），而 ｇｃｄ（ｘ－１，ｘ２＋ｘ＋１）＝ ｇｃｄ（ｘ－１，（ｘ－１） ２＋３（ｘ－１） ＋３）＝ ｇｃｄ（ｘ－１，

３）＝ １或 ３，故方程（２）给出以下 ８种可能的分解：



Ⅰ　 ｘ－１＝ＰＱｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝ ｖ２，ｙ＝ｕｖ，ｇｃｄ（ｕ，ｖ）＝ １．

Ⅱ　 ｘ－１＝ｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝ＰＱｖ２，ｙ＝ｕｖ，ｇｃｄ（ｕ，ｖ）＝ １．

Ⅲ　 ｘ－１＝Ｐｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝Ｑｖ２，ｙ＝ｕｖ，ｇｃｄ（ｕ，ｖ）＝ １．

Ⅳ　 ｘ－１＝Ｑｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝Ｐｖ２，ｙ＝ｕｖ，ｇｃｄ（ｕ，ｖ）＝ １．

Ⅴ　 ｘ－１＝ ３ＰＱｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝ ３ｖ２，ｙ＝ ３ｕｖ，ｇｃｄ（ｕ，ｖ）＝ １．

Ⅵ　 ｘ－１＝ ３ｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝ ３ＰＱｖ２，ｙ＝ ３ｕｖ，ｇｃｄ（ｕ，ｖ）＝ １．

Ⅶ　 ｘ－１＝ ３Ｐｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝ ３Ｑｖ２，ｙ＝ ３ｕｖ，ｇｃｄ（ｕ，ｖ）＝ １．

Ⅷ　 ｘ－１＝ ３Ｑｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝ ３Ｐｖ２，ｙ＝ ３ｕｖ，ｇｃｄ（ｕ，ｖ）＝ １．

以下讨论这 ８种情况所给的方程（２）的整数解．

情形Ⅰ　 解 ｘ２＋ｘ＋１＝ ｖ２，得 ｘ＝ ０，－１，均不适合 ｘ－１＝ＰＱｕ２，故方程（２）在该情形无整数解．

情形Ⅱ　 将 ｘ－１＝ｕ２ 代入 ｘ２＋ｘ＋１＝ＰＱｖ２ 得 （２ｕ２＋３） ２＋３＝ ４ＰＱｙ２，则有

（２ｕ２ ＋ ３） ２ ≡－ ３（ｍｏｄ Ｑ） （３）

　 　 当 Ｑ＝ ９７ 时，有（２ｕ２ ＋３） ２≡－３≡２６２（ｍｏｄ ９７），得 ｕ２≡３４，６０（ｍｏｄ ９７），但模 ９７ 的勒让德符号值为

３４
９７

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ６０
９７

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１，故式（３）不成立，因此此时方程（２）无解．

当 Ｑ＝ ２４１时，有（２ｕ２＋３） ２≡－３≡３１２（ｍｏｄ ２４１），得 ｕ２≡１７，２２７（ｍｏｄ ２４１），但模 ２４１的勒让德符号值为

１４
２４１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２２４
２４１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１，故式（３）不成立，因此此时方程（２）无解．

当 Ｑ＝ ３３７时，有（２ｕ２＋３） ２≡－３≡８０２（ｍｏｄ ３３７），得 ｕ２≡１３０，２１０（ｍｏｄ ３３７），但模 ３３７ 的勒让德符号值

为
１３０
３３７

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２１０
３３７

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１，故式（３）不成立，因此此时方程（２）无解．

综上，有方程（２）在该情形无整数解．

情形Ⅲ　 因为 Ｐ≡１９（ｍｏｄ ２４），有 ｘ＝Ｐｕ２＋１≡１，４，５（ｍｏｄ ８），则 ｘ２＋ｘ＋１≡３，５，７（ｍｏｄ ８） ．又 Ｑ＝ ９７，２４１，

３３７，则有 Ｑｖ２≡１（ｍｏｄ ８），矛盾．故方程（２）在该情形无整数解．

情形Ⅳ　 将 ｘ－１＝Ｑｕ２ 代入 ｘ２＋ｘ＋１ ＝Ｐｖ２，得（２Ｑｕ２＋３） ２＋３ ＝ ４Ｐｖ２，则有 ３≡Ｐｖ２（ｍｏｄ Ｑ） ．又 Ｑ ＝ ９７，２４１，

３３７，则勒让德符号值
３
Ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １，而勒让德符号值

Ｐ
Ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１，矛盾．故方程（２）在该情形无整数解．

情形Ⅴ　 因为 Ｐ≡１９（ｍｏｄ ２４），Ｑ＝ ９７，２４１，３３７≡１（ｍｏｄ ２４），故由引理 １知方程（２）在该情形仅有平凡

解（ｘ，ｙ）＝ （１，０） ．

情形Ⅵ　 因为 ｘ＝ ３ｕ２＋１≡１，４，５（ｍｏｄ ８），则 ｘ２＋ｘ＋１≡３，５，７（ｍｏｄ ８） ．又 Ｐ≡１９（ｍｏｄ ２４），Ｑ ＝ ９７，２４１，

３３７，则 ＰＱ≡３（ｍｏｄ ８），３ＰＱｖ２≡１（ｍｏｄ ８），矛盾．故方程（２）在该情形无整数解．

情形Ⅶ　 将 ｘ－１＝ ３Ｐｕ２ 代入 ｘ２＋ｘ＋１ ＝ ３Ｑｖ２，得（６Ｐｕ２＋３） ２＋３ ＝ １２Ｑｖ２，则有 １≡Ｑｖ２（ｍｏｄ Ｐ） ．又勒让德符

号值
Ｑ
Ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｐ

Ｑ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１，矛盾．故方程（２）在该情形无整数解．

情形Ⅷ　 将 ｘ－１＝ ３Ｑｕ２ 代入 ｘ２＋ｘ＋１ ＝ ３Ｐｖ２，得（６Ｑｕ２＋３） ２＋３ ＝ １２Ｐｖ２，则有 １≡Ｐｖ２（ｍｏｄ Ｑ） ．又勒让德符

号值
Ｑ
Ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１，矛盾，故方程（２）在该情形无整数解．

综上，有不定方程（２）在题设条件下仅有平凡解（ｘ，ｙ）＝ （１，０） ．

６４ 重庆工商大学学报（自然科学版） 第 ３２卷



参考文献：
［１］ 柯召，孙琦．关于丢番图方程 ｘ３±１＝ ３Ｄｙ２［Ｊ］．四川大学学报，１９８１，１８（２）：１⁃５
［２］ 柯召，孙琦．关于丢番图方程 ｘ３±１＝Ｄｙ２［Ｊ］．中国科学，１９８１，２４（１２）：１４５３⁃１４５７
［３］ 管训贵，杜先存．关于 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程 ｘ３±１＝ ｐｑｙ２［Ｊ］．安徽大学学报：自然科学版，２０１４，３８（１）：１３⁃１９
［４］ 杜先存，管训贵，杨慧章．关于不定方程 ｘ３－１＝ ７３ｑｙ２ 的整数解［Ｊ］．西南师范大学学报：自然科学版，２０１４，３９（６）：１８⁃２０
［５］ 管训贵，杜先存．关于丢番图方程 ｘ３－１＝ １３ｐｙ２ 的整数解［Ｊ］．沈阳大学学报：自然科学版，２０１４，２５（６）：５１１⁃５１３
［６］ 管训贵．关于丢番图方程 ｘ３±１＝ ７ｑｙ２ 的整数解［Ｊ］．兰州文理学院学报：自然科学版，２０１４，２８（２）：２０⁃２４
［７］ 杜先存，万飞，杨慧章．关于丢番图方程 ｘ３±１＝ １ ２６７ｙ２ 的整数解［Ｊ］．数学的实践与认识，２０１３，４３（１５）：２８８⁃２９２
［８］ 杜先存，管训贵，万飞．关于 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程组 ｘ－１ ＝ ３ｐｑｕ２，ｘ２＋ｘ＋１ ＝ ３ｖ２ 的整数解［ Ｊ］．重庆师范大学学报：自然科学版，

２０１５，３２（１）：１０２⁃１０５

Ｏｎ Ｉｎｔｅｇｅｒ Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ Ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ Ｅｑｕａｔｉｏｎ ｘ３ －１＝ＰＱｙ２

ＬＩ Ｒｕｎ⁃ｑｉ
（Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， Ｄｅｈｏｎｇ Ｔｅａｃｈｅｒｓ Ｃｏｌｌｅｇｅ， Ｍａｎｇｓｈｉ ６７８４００， Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｕｓｉｎｇ ｃｏｎｇｒｕｅｎｃｅ ａｎｄ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｒｅｓｉｄｕｅ， ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｐｒｏｖｅｓ ｔｈａｔ Ｐ≡１９（ｍｏｄ ２４） ｉｓ ｏｄｄ． Ｗｈｅｎ

Ｑ＝ ９７ ２４１ ３３７ ａｎｄ Ｐ
Ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１，ｔｈｅ ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｘ３－１＝ＰＱｙ２ ｏｎｌｙ ｈａｓ ｉｎｔｅｇｅｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ； ｉｎｔｅｇｅｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎ； ｃｏｎｇｒｕｅｎｃｅ； ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｒｅｍａｉｎｄｅｒ


（上接第 ４４ 页）

参考文献：
［１］ 柯召，孙琦． 数论讲义［Ｍ］． 北京： 高等教育出版社，２００１
［２］ 华罗庚． 数论导引［Ｍ］． 北京： 科学出版社，１９７９
［３］ 张德馨． 整数论［Ｍ］． 哈尔滨： 哈尔滨工业大学出版社，２０１１

Ｓｅｖｅｒａｌ Ｔｈｅｏｒｅｍｓ ｏｎ Ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｔｈｅ Ｍｉｎｉｍａｌ Ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｏｆ θ２

ＨＵ Ｈｕａｉ⁃ｌａｎ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｉｎｇ ｔｈｅｏｒｅｍｓ， ｉｎ ｓｏｍｅ ｃｅｒｔａｉｎ ｃａｓｅｓ， ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｕｓｅｓ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ
ｎｕｍｂｅｒ ｔｈｅｏｒｙ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｓｅｖｅｒａｌ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｈｅｏｒｅｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍａｌ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｏｆ θ２ ｇｏｔ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍａｌ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｏｆ
θ． Ｔｈｅｓｅ ｔｈｅｏｒｅｍｓ ｐｌａｙ ａｎ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｒｏｌｅ ｔｏ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔ ａｎｄ ｉｎｔｅｇｅｒ ｍａｔｒｉｘ ｏｆ ｄｏｍａｉｎ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｍｉｎｉｍａｌ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ； ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｉｎｔｅｇｅｒ； ｉｎｔｅｇｅｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ．

７４第 ９期 李润琪：不定方程 ｘ３－１＝ＰＱｙ２ 的整数解




