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关于确定 θ２ 极小多项式的几个定理
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　 　 摘　 要：在已有定理的基础上，巧妙地利用初等数论的方法，得出在一些特定情况下由 θ 的极小多项式

求得 θ２ 的极小多项式的几个相关定理．这些定理对于确定域的判别式以及整基有重要作用．
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１　 关键符号、定义与引理

Ｚ：｛自然数，自然数的相反数｝；Ｑ：有理数集；Ｚ［ｘ］：系数属于 Ｚ 的多项式组成的集合；Ｑ［ｘ］：系数属于

Ｑ 的多项式组成的集合．
定义 １［１］ 　 代数数 α 叫做代数整数（简称作整数），如果存在一个系数属于 Ζ 的首 １ 多项式 ｆ（ｘ），使

得ｆ（α）＝ ０．
引理 １［２］ 　 设 α 为代数数，ｆ（ｘ）为 α 在 Ｑ 上的极小多项式，则 α 为整数的充要条件是 ｆ（ｘ）∈Ｚ［ｘ］ ．
引理 ２［３］如果 ｆ（ｘ）是 Ｚ［ｘ］中的首 １多项式，而 ｇ（ｘ）∈Ｑ（ｘ）是 ｆ（ｘ）的首 １多项式因子，则ｇ（ｘ）∈Ｚ［ｘ］ ．

２　 主要定理与证明

定理 １　 θ 为代数整数，则 θ２ 也为代数整数．
证明　 θ 为代数整数，设它在 Ｑ 上的极小多项式为

ｆ（ｘ） ＝ ｘｎ ＋ ａｎ－１ｘｎ－１ ＋ ａｎ－２ｘｎ－２ ＋ … ＋ ａ１ｘ ＋ ａ０，其中 ａｉ ∈ Ｚ，ｉ ＝ ０，１，…，ｎ － １
则

０ ＝ θｎ ＋ ａｎ－１θｎ－１ ＋ ａｎ－２θｎ－２ ＋ … ＋ ａ１θ ＋ ａ０
于是

θ０ ＝ １，θ１ ＝ θ１，…，θｎ－１ ＝ θｎ－１

θｎ ＝ － （ａｎ－１θｎ－１ ＋ ａｎ－２θｎ－２ ＋ … ＋ ａ１θ ＋ ａ０）
θｎ＋１ ＝ θ·θｎ ＝ － （（ａ２ｎ－１ ＋ ａｎ－２）θｎ－１ ＋ （ａｎ－１ａｎ－２ ＋ ａｎ－３）θｎ－２ ＋ … ＋ （ａｎ－１ａ１ ＋ ａ０）θ ＋ ａ０ａｎ－１）

…
所以 Ｚ［θ］ ＝ １，θ，…，θｎ－１[ ] ，即其加法群为有限生成的，显然 θ２Ｚ［θ］⊆Ｚ［θ］，有
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则（θ２Ｉｎ－Ｍ） １ θ … θｎ－１( ) ′＝ ０ ０ … ０( ) ′，其中 Ｍ 是 Ｚ 中的 ｎ 阶方阵，从而 θ２Ｉｎ－Ｍ ＝ ０，即 θ２ 是有

理整系数多项式 ｘＩｎ－Ｍ 的根，从而 θ２ 是代数整数．证毕．
定理 ２　 代数整数 θ 为有理数，则 θ∈Ｚ，θ２∈Ｚ，即 θ２ 的极小多项式就为 ｆ（ｘ）＝ ｘ－θ２ ．

证明　 设 θ＝ ｑ
ｐ
，其中（ｐ，ｑ）＝ １且 ｐ，ｑ∈Ｚ，而且 θ 在 Ｑ 上的极小多项式为

ｆ（ｘ） ＝ ｘｎ ＋ ａｎ－１ｘｎ－１ ＋ ａｎ－２ｘｎ－２ ＋ … ＋ ａ１ｘ ＋ ａ０，ａｉ ∈ Ｚ，ｉ ＝ ０，１，…，ｎ － １
则 ０＝ ｑｎ＋ａｎ－１ｑｎ－１ｐ＋ａｎ－２ｑｎ－２ｐ２＋…＋ａ１ｑｐｎ－１＋ａ０ｐｎ，于是 ｑｎ≡０（ｍｏｄ ｐ），即 ｐ ｜ ｑｎ，而（ｐ，ｑ）＝ １，所以（ｐ，ｑｎ）＝ １，所
以 ｐ＝ １，即 θ∈Ｚ．显然 θ２∈Ｚ，此时 θ 的极小多项式为 ｘ－θ，而 θ２ 的极小多项式就为 ｘ－θ２ ．证毕．

定理 ３　 代数整数 θ 不为有理数，其在 Ｑ 上的极小多项式为 ｆ（ ｘ） ＝ ｘ２ ＋ｐｘ＋ｑ 时，θ２ 的极小多项式

为ｇ（ｘ）＝
ｘ２－（ｐ２－２ｋ）ｘ＋ｑ２， ｐ≠０

ｘ＋ｑ， ｐ＝ ０{ ．

证明　 已知 ｐ，ｑ∈Ｚ 且 ｑ≠０，ｐ２－４ｑ＜０．
当 ｐ＝ ０时，θ２＋ｑ＝ ０，则 ｇ（ｘ）＝ ｘ＋ｑ 即为 θ２ 在 Ｑ 上的极小多项式．

当 ｐ≠０时，θ２＋ｐθ＋ｑ ＝ ０，θ ＝
－ｐ± ｐ２－４ｑ

２
，θ２ ＝ ｐ

２－２ｑ±ｐ ｐ２－４ｑ
２

，此时 θ２ 即为 ｇ（ｘ）＝ ｘ２－（ｐ２－２ｑ） ｘ＋ｑ２ 的

根，且 ｇ（ｘ）∈Ｚ［ｘ］，下证其在 Ｑ 上在不可约．
假设 ｇ（ｘ）＝ ｘ２－（ｐ２－２ｑ）ｘ＋ｑ２ 在Ｑ 上在可约，即在Ｑ 上有根，而其有理根只可能为±１，±ｑ，±ｑ２，带入发现

都不是解，从而在 Ｑ 上不可约，即 ｇ（ｘ）＝ ｘ２－（ｐ２－２ｑ）ｘ＋ｑ２ 为 θ２ 在 Ｑ 上的极小多项式．证毕．
定理 ４　 代数整数 θ 的极小多项式为 ｆ（ｘ）＝ ｘｎ＋ｋｘ＋ｌ，θ２ 的极小多项式为

ｇ（ｘ） ＝
ｈ１（ｘ），ｈ１（ｘ） ｘｎ ＋ ２ｋｘ

ｎ＋１
２ ＋ ｋ２ｘ － ｌ２[ ] ，２ ｎ ＋ １

ｈ２（ｘ），ｈ２（ｘ） ｘｎ ＋ ２ｌｘ
ｎ
２ － ｋ２ｘ ＋ ｌ２[ ] ，２ ｎ{ ， ｈ１（ｘ），ｈ２（ｘ） ∈ Ｚ［ｘ］

　 　 证明　 当 ２ ｎ＋１时，因为代数整数 θ 的极小多项式为 ｆ（ｘ）＝ ｘｎ＋ｋｘ＋ｌ，则 ｋ，ｌ∈Ｚ，且 ｆ（ｘ）在 Ｑ 上不可约，
并且 ｆ（θ）＝ θｎ＋ｋθ＋ｌ＝ ０，则

θｎ＋１ ＋ ｋθ２ ＋ ｌθ ＝ ０⇒（θｎ＋１ ＋ ｋθ２ － ｌθ）（θｎ＋１ ＋ ｋθ２ ＋ ｌθ） ＝ ０⇒
（θｎ＋１ ＋ ｋθ２） ２ － ｌ２θ２ ＝ ０⇒

θ２ｎ＋２ ＋ ２ｋθｎ＋３ ＋ ｋ２θ４ － ｌ２θ２ ＝ ０⇒
θ２（θ２ｎ ＋ ２ｋθｎ＋１ ＋ ｋ２θ２ － ｌ２） ＝ ０

即 θ２ 是整系数多项式 ｘｎ＋２ｋｘ
ｎ＋１
２ ＋ｋ２ｘ－ｌ２ 的根，再根据 Ｅｉｓｅｎｓｔｅｉｎ判别法［１］或者其他有理系数多项式是否可约

判定定理确定其是否可约．若 ｘｎ＋２ｋｘ
ｎ＋１
２ ＋ｋ２ｘ－ｌ２ 在 Ｑ 上不可约，即为 θ２ 的极小多项式；若可约，由引理 ２，θ２

的极小多项式 ｈ１（ｘ）为 ｘｎ＋２ｋｘ
ｎ＋１
２ ＋ｋ２ｘ－ｌ２ 的因式．综上所述，ｈ１ ｘ( ) ｜ ｘｎ＋２ｋｘ

ｎ＋１
２ ＋ｋ２ｘ－ｌ２，且 ｈ１ ｘ( )∈Ｚ［ｘ］ ．

当 ２ ｎ时，有
θｎ＋１ ＋ ｋθ２ ＋ ｌθ ＝ ０⇒（θｎ＋１ ＋ ｋθ２ － ｌθ）（θｎ＋１ ＋ ｋθ２ ＋ ｌθ） ＝ ０⇒（θｎ＋１ ＋ ｋθ２） ２ － ｌ２θ２ ＝ ０⇒

θ２ｎ＋２ ＋ ２ｋθｎ＋３ ＋ ｋ２θ４ － ｌ２θ２ ＝ ０⇒θ２ｎ＋２ ＋ ２θｎ＋２（ － θｎ － ｌ） ＋ ｋ２θ４ － ｌ２θ２ ＝ ０⇒
θ２ｎ＋２ － ２θ２ｎ＋２ － ２ｌθｎ＋２ ＋ ｋ２θ４ － ｌ２θ２ ＝ ０⇒ － θ２（θ２ｎ ＋ ２ｌθｎ － ｋ２θ２ ＋ ｌ２） ＝ ０

即 θ２ 是整系数多项式 ｘｎ＋２ｌｘ
ｎ
２ －ｋ２ｘ＋ｌ２ 的根，若 ｘｎ＋２ｌｘ

ｎ
２ －ｋ２ｘ＋ｌ２ 在 Ｑ 上不可约，即为 θ２ 的极小多项式；若可

约，由引理 ２，θ２ 的极小多项式 ｈ２（ ｘ）为 ｘｎ ＋ ２ｌｘ
ｎ
２ －ｋ２ｘ＋ ｌ２ 的因式．综上所述，ｈ２（ ｘ） ｜ ｘｎ ＋ ２ｌｘ

ｎ
２ － ｋ２ｘ ＋ ｌ２，且

ｈ２（ｘ）∈Ｚ［ｘ］ ．证毕．
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