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１　 预备知识

关于调和数定义：
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其中系数 Ａｋ，Ｂｋ 和 Ｃｋ 待定．
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２　 推广的新等式

Ｊｏｎａｔｈｏｎ［２］给了一个简单的有趣的方法来证明二项式等式，即概率的方法，在这里将其推广并用局部分

解及文献［３］中的方法证明，其中等式右边可以表示成贝尔多项式［４］的形式．
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… １ ＋ ｚ
θ － １ － θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

１ ＋ ｚ
θ ＋ １ － θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

… １ ＋ ｚ
ｎ － θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

１ － ｚ
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

… １ － ｚ
θ ＋ ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

１ － ｚ
θ ＋ ｍ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷… １ － ｚ

θ ＋ ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

（ － １） ｎ－ｍθｒ－２

（ｎ － ｍ）！ 􀰒
ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠θ
（ｋ － θ） ２􀰒

ｎ

ｋ ＝ １

１
θ ＋ ｋ􀰒

ｍ

ｋ ＝ １

１
θ ＋ ｋ

＝

（ － １） ｎ－ｍθｒ－２

（ｎ － ｍ）！ 􀰒
ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠θ
（ｋ － θ） ２􀰒

ｎ

ｋ ＝ １

１
θ ＋ ｋ􀰒

ｍ

ｋ ＝ １

１
θ ＋ ｋ

［ ｚｒ－３］ｅｘｐ（􀰐
∞

ｋ ＝ １

ｚｋ

ｋ
Ｗｋ） ＝

（ － １） ｎ－ｍθｒ－２

（ｎ － ｍ）！ 􀰒
ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠θ
（ｋ － θ） ２􀰒

ｎ

ｋ ＝ １

１
θ ＋ ｋ􀰒

ｍ

ｋ ＝ １

１
θ ＋ ｋ 􀰐ｋ１＋２ｋ２＋… ＝ ｒ－３

１
ｋ１！ ｋ２！ …

Ｗ１
１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ１ Ｗ２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ２

…

１４第 ９期 申玲玲，等：关于调和数的等式



３　 应　 用

推论 １　 设 ｍ＝ ０，ｎ，ｒ∈Ｎ，θ∈Ｒ，θ＞０和 ｒ＞ｎ－２，当 θ∉｛１，２，…，ｎ｝时，有

􀰐
ｎ

ｋ ＝ １

ｎ

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｎ ＋ ｋ

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２ （ － １） ｋ－１θｒ

ｋ（ｋ ＋ θ） ｒ
＝ ３Ｈｎ － ｒ

θ
＋ １
ｎ！ 􀰒

ｎ

ｋ ＝ １

（ｋ － θ） ２

ｋ ＋ θ 􀰐
ｋ１＋２ｋ２＋… ＝ ｒ－１

θｒ－２

ｋ１！ ｋ２！ …
Ｕ１
１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ１ Ｕ２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ２

…

　 　 当 θ∈｛１，２，…，ｎ｝时，有

􀰐
ｎ

ｋ ＝ １

ｎ

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｎ ＋ ｋ

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２ （ － １） ｋ－１θｒ

ｋ（ｋ ＋ θ） ｒ
＝ ３Ｈｎ － ｒ

θ
＋ １
ｎ！ 􀰒

ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠θ
（ｋ － θ） ２􀰒

ｎ

ｋ ＝ １

１
ｋ ＋ θ 􀰐ｋ１＋２ｋ２＋… ＝ ｒ－３

θｒ－２

ｋ１！ ｋ２！ …
Ｕ１
１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ１ Ｕ２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ２

…

其中 Ｕｋ ＝（－１） ｋ－１２Ｈ（ｋ）ｎ （－θ）＋Ｈ（ｋ）０ （θ）＋Ｈ（ｋ）ｎ （θ） ．

推论 ２　 设 ｍ＝ｎ，ｎ，ｒ∈Ｎ，θ∈Ｒ，θ＞０和 ｒ≥０，当 θ∉｛１，２，…，ｎ｝时，有

􀰐
ｎ

ｋ ＝ ０

ｎ

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２ ｎ ＋ ｋ

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２ θｒ

（ｋ ＋ θ） ｒ ４Ｈｋ － ２Ｈｎ－ｋ － ２Ｈｎ＋ｋ ＋ ｒ
θ ＋ ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

􀰒
ｎ

ｋ ＝ １

ｋ － θ
ｋ ＋ θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

􀰐
ｋ１＋２ｋ２＋… ＝ ｒ－１

θｒ－２

ｋ１！ ｋ２！ …
Ｄ１
１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ１ Ｄ２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ２

…

　 　 当 θ∈｛１，２，…，ｎ｝时，有

􀰐
ｎ

ｋ ＝ ０

ｎ

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２ ｎ ＋ ｋ

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２ θｒ

（ｋ ＋ θ） ｒ ４Ｈｋ － ２Ｈｎ－ｋ － ２Ｈｎ＋ｋ ＋ ｒ
θ ＋ ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

􀰒
ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠θ
（ｋ － θ） ２􀰒

ｎ

ｋ ＝ １

１
ｋ ＋ θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

􀰐
ｋ１＋２ｋ２＋… ＝ ｒ－３

θｒ－２

ｋ１！ ｋ２！ …
Ｄ１
１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ１ Ｄ２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ２

…

其中 Ｄｋ ＝（－１） ｋ－１２Ｈ（ｋ）ｎ （－θ）＋２Ｈ（ｋ）ｎ （θ） ．
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