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　 　 摘　 要：柯西不等式是高等数学中的重要不等式，它在解析几何、数学分析与高等代数这 ３ 门数学专业

主干基础课程中均有渗透．从这 ３门课程的角度，分别给出柯西不等式的不同形式和证明过程，并简要地阐

述它们的联系，最后做出小结．
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解析几何、数学分析和高等代数是大学数学类专业的 ３ 门主干基础课程，即通常所说的“三高”课程．虽
然“三高”课程的理论不同，处理问题的思想方法也不同，但它们也能相互联系，相互渗透，从不同的角度诠

释同一件事物，如点到平面的距离公式［１］ ．事实上，著名的柯西不等式是一个很好的例证，尽管它在“三高”
课程中的表现形式不同，证明方法不同，但本质上具有很强的联系和一致性，下面将分别论述．对于柯西不等

式的 ３种形式，其证明过程所涉及的内容均作为预备知识提出，不再赘言．

１　 解析几何的角度

１．１　 相关预备知识

定义 １［２］ 　 两个向量ａ
→
和ｂ
→
的模和他们夹角的余弦的乘积叫做向量ａ

→
和ｂ
→
的数量积，记做ａ

→
·ｂ
→
，即ａ
→
·ｂ
→ ＝

｜ ａ
→
｜ ｜ ｂ
→
｜ ｃｏｓ∠（ａ

→
·ｂ
→
） ．特别地，ａ

→２ ＝ ｜ ａ
→
｜ ２ ．

定理 １［２］（数量积的坐标表示公式） 　 在直角坐标系 Ｏ－ｘｙｚ 中，向量ａ
→＝ ｘ１，ｙ１，ｚ１{ }和ｂ

→＝ ｘ２，ｙ２，ｚ２{ } ，则ａ
→
·

ｂ
→＝ ｘ１ｘ２＋ｙ１ｙ２＋ｚ１ｚ２ ．
１．２　 柯西不等式在解析几何中的形式及证明

形式Ⅰ　 􀰐
３

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ( )

２
≤􀰐

３

ｉ ＝ １
ａ２ｉ·􀰐

３

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ（ａｉ，ｂｉ ∈ Ｒ，ｉ ＝ １，２，３） ，当且仅当

ａ１
ｂ１
＝
ａ２
ｂ２
＝
ａ３
ｂ３

时，等号成立．

证明　 设ａ
→＝ ａ１，ａ２，ａ３{ } ，ｂ

→ ＝ ｂ１，ｂ２，ｂ３{ } ，因为ａ
→
·ｂ
→ ＝ ｜ ａ

→
｜ ｜ ｂ
→
｜ ｃｏｓ∠（ ａ

→
·ｂ
→
）， ｜ ｃｏｓ∠（ ａ

→
·ｂ
→
） ｜ ≤１，所以

｜ ａ
→
·ｂ
→
｜ ＝ ｜ ａ

→
｜ ｜ ｂ
→
｜ ｃｏｓ∠（ａ

→
·ｂ
→
） ≤｜ ａ

→
｜ ｜ ｂ
→
｜ ，当且仅当 ｜ ｃｏｓ∠（ａ

→
·ｂ
→
） ｜ ＝ １时，等号成立，即􀰐

３

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ ≤ 􀰐

３

ｉ ＝ １
ａ２ｉ ·

􀰐
３

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ ，当且仅当ａ

→
和ｂ
→

共线时，等号成立．



所以 􀰐
３

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ( )

２
≤􀰐

３

ｉ ＝ １
ａ２ｉ·􀰐

３

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ ，当且仅当

ａ１
ｂ１

＝
ａ２
ｂ２

＝
ａ３
ｂ３

时，等号成立．

注 １：令 ａ３ ＝ ｂ３ ＝ ０，则得到形式Ⅰ的二维形式．
形式Ⅰ的证明从三维空间向量的角度使得对柯西不等式有了较为直观的理解．事实上，受形式Ⅰ的启

发，利用数学归纳法，可得到解析几何角度下不等式的推广形式：

形式Ⅱ　 ∀ｎ∈ Ｎ ＋， 􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ( )

２
≤􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ａ２ｉ·􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ（ａｉ，ｂｉ ∈ Ｒ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ），当且仅当

ａ１
ｂ１

＝
ａ２
ｂ２

＝… ＝
ａｎ

ｂｎ

时，等号成立．
证明　 ① 当 ｎ＝ １，２，３时，结论已成立．
② 假设当 ｎ＝ ｋ（ｋ≥３）时，结论成立．

即 􀰐
ｋ

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ( )

２
≤􀰐

ｋ

ｉ ＝ １
ａ２ｉ·􀰐

ｋ

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ（ａｉ，ｂｉ ∈ Ｒ，ｉ ＝ １，２，…，ｋ） ，当且仅当

ａ１
ｂ１
＝
ａ２
ｂ２
＝…＝

ａｋ

ｂｋ
时，等号成立．则

􀰐
ｋ＋１

ｉ ＝ １
ａ２ｉ·􀰐

ｋ＋１

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ ＝ （􀰐

ｋ

ｉ ＝ １
ａ２ｉ ＋ ａ２ｋ＋１）·（􀰐

ｋ

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ ＋ ｂ２ｋ＋１） ＝

􀰐
ｋ

ｉ ＝ １
ａ２ｉ·􀰐

ｋ

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ ＋ ｂ２ｋ＋１·􀰐

ｋ

ｉ ＝ １
ａ２ｉ ＋ ａ２ｋ＋１·􀰐

ｋ

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ ＋ ａ２ｋ＋１·ｂ２ｋ＋１ ≥

（􀰐
ｋ

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ） ２ ＋ ｂ２ｋ＋１·􀰐

ｋ

ｉ ＝ １
ａ２ｉ ＋ ａ２ｋ＋１·􀰐

ｋ

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ ＋ ａ２ｋ＋１·ｂ２ｋ＋１ ＝ Ｓ

当且仅当
ａ１
ｂ１
＝
ａ２
ｂ２
＝…＝

ａｋ

ｂｋ
时，等号成立．

而

Ｓ － （􀰐
ｋ＋１

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ） ２ ＝ Ｓ － （􀰐

ｋ

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ ＋ ａｋ＋１ｂｋ＋１） ２ ＝ Ｓ － （􀰐

ｋ

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ） ２ － ２ａｋ＋１ｂｋ＋１·􀰐

ｋ

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ － ａ２ｋ＋１ｂ２ｋ＋１ ＝

ｂ２ｋ＋１·􀰐
ｋ

ｉ ＝ １
ａ２ｉ ＋ ａ２ｋ＋１·􀰐

ｋ

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ － ２ａｋ＋１ｂｋ＋１·􀰐

ｋ

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ ＝􀰐

ｋ

ｉ ＝ １
（ａｉｂｋ＋１ － ｂｉａｋ＋１） ２ ≥ ０

当且仅当
ａｉ

ｂｉ
＝
ａｋ

ｂｋ
时，等号成立．

综上可得，当 ｎ＝ ｋ＋１时，结论亦成立．

２　 数学分析的角度

２．１　 相关预备知识

定理 ２［３］（定积分的相关性质） 　 设 ｆ（ｘ）和 ｇ（ｘ）在［ａ，ｂ］上可积，有

１） （定积分的单调性） 若 ｆ（ｘ）≤ｇ（ｘ），则 ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≤ ∫ｂ

ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ，当且仅当 ｆ（ｘ） ＝ ｇ（ｘ）时，等号成立；特

别地，∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≤ ∫ｂ

ａ
｜ ｆ（ｘ） ｜ ｄｘ；

２） （定积分的线性性） 对∀λ，μ∈Ｒ，λｆ（ ｘ） ±μｇ（ ｘ）在［ ａ，ｂ］上也可积，且 ∫ｂ
ａ
（λｆ（ｘ） ± μｇ（ｘ））ｄｘ ＝

λ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ± μ∫ｂ

ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ ．

注 ２：对于二重积分和三重积分，单调性和线性性仍然成立．
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定理 ３［３］ 　 若矩形 Ｄ＝［ａ，ｂ；ｃ，ｄ］，二元函数 ｆ（ｘ，ｙ）＝ ｇ（ｘ）·ｈ（ｙ），则 ∬
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ∫ｂ
ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ·∫ｄ

ｃ
ｈ（ｙ）ｄｙ．

２．２　 柯西不等式在数学分析中的形式及证明

形式Ⅲ　 设 ｆ（ｘ）和 ｇ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］上可积，则

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）·ｇ（ｘ）ｄｘ( )

２
≤ ∫ｂ

ａ
ｆ ２（ｘ）ｄｘ·∫ｂ

ａ
ｇ２（ｘ）ｄｘ

当且仅当 ｆ（ｘ）＝ μｇ（ｘ）（或 ｇ（ｘ）＝ λｆ（ｘ））时，等号成立．

证明　 ∫ｂ
ａ
ｆ ２（ｘ）ｄｘ·∫ｂ

ａ
ｇ２（ｘ）ｄｘ ＝ ∫ｂ

ａ
ｆ ２（ｘ）ｄｘ·∫ｂ

ａ
ｇ２（ｙ）ｄｙ ＝∬

Ｄ

ｆ ２（ｘ）·ｇ２（ｙ）ｄｘｄｙ，其中Ｄ ＝ ［ａ，ｂ；ｃ，ｄ］ ．同理，

∫ｂ
ａ
ｆ２（ｘ）ｄｘ·∫ｂ

ａ
ｇ２（ｘ）ｄｘ ＝ ∬

Ｄ

ｇ２（ｘ）·ｆ２（ｙ）ｄｘｄｙ．

因为 ｍ２＋ｎ２≥２ｍｎ，当且仅当 ｍ＝ｎ 时，等号成立，所以

∫ｂ
ａ
ｆ ２（ｘ）ｄｘ·∫ｂ

ａ
ｇ２（ｘ）ｄｘ ＝ １

２
（∬

Ｄ

ｆ ２（ｘ）·ｇ２（ｙ）ｄｘｄｙ ＋ ∬
Ｄ

ｇ２（ｘ）·ｆ ２（ｙ）ｄｘｄｙ） ＝

１
２ ∬Ｄ ｆ ２（ｘ）·ｇ２（ｙ） ＋ ｇ２（ｘ）·ｆ ２（ｙ）( ) ｄｘｄｙ≥

１
２ ∬Ｄ ２ｆ（ｘ）·ｇ（ｙ）·ｇ（ｘ）·ｆ（ｙ）( ) ｄｘｄｙ ＝

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）·ｇ（ｘ）ｄｘ·∫ｂ

ａ
ｆ（ｙ）·ｇ（ｙ）ｄｙ ＝ ∫ｂ

ａ
ｆ（ｘ）·ｇ（ｘ）ｄｘ( )

２

当且仅当 ｆ（ｘ）·ｇ（ｙ）＝ ｇ（ｘ）·ｆ（ｙ），即 ｆ（ｘ）＝ λｇ（ｘ）（或 ｇ（ｘ）＝ λｆ（ｘ））时，等号成立．

３　 高等代数的角度

３．１　 相关预备知识

定义 ２［４］ 　 设 Ｖ 是实数域 Ｒ 上的线性空间，在 Ｖ 上定义了一个二元实函数，称为内积，记作（α，β），如果

它具有以下性质：对∀α，β，γ∈Ｖ，ｋ∈Ｒ，有
① （α，β）＝ （β，α）；
② （ｋα，β）＝ ｋ（α，β）；
③ （α＋β，γ）＝ （α，γ）＋（β，γ）；
④ （α，α）≥０，当且仅当 α＝ ０时等号成立．

这样的线性空间 Ｖ 称为欧几里得空间，简称欧氏空间．

定义 ３［４］ 　 非负实数 （α，α）称为向量 α 的长度，记为 ｜α ｜ ．

３．２　 柯西不等式在高等代数中的形式及证明

形式Ⅳ　 ∀向量 α，β，有 ｜ （α，β） ｜≤ ｜α ｜ ｜ β ｜ ，当且仅当 α，β 线性相关时，等号成立．
证明　 若 α＝ ０，结论显然成立．若 α≠０，作 γ＝ ｔα＋β，则由内积定义 ２ 的第④条，有（γ，γ）≥０，即（ ｔα＋β，

ｔα＋β）＝ （α，α） ｔ２＋２（α，β） ｔ＋（β，β）≥０．令 ｆ（ ｔ）＝ （α，α） ｔ２＋２（α，β） ｔ＋（β，β），则 ｆ（ ｔ）是关于 ｔ 且恒大于等于零

的二次函数，所以 Δ＝ ２（α，β）( ) ２－４（α，α）·（β，β）≤０，即（α，β） ２≤（α，α）·（β，β），两边开方，得 ｜ （α，β） ｜
≤ ｜α ｜ ｜ β ｜ ．当 α，β 线性相关时，等号显然成立；反过来，当等号成立时，有 Δ＝ ０，所以二次函数 ｆ（ ｔ）有两个相

同的根，即存在 ｔ 使得 ｆ（ ｔ）＝ （γ，γ）＝ ０，由第④条等式的成立条件可知，存在 ｔ 使得 γ ＝ ｔα＋β ＝ ０，即 α，β 线性

相关．
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综上， ｜ （α，β） ｜≤ ｜α ｜ ｜ β ｜ ，当且仅当 α，β 线性相关时，等号成立．

４　 三个角度下的柯西不等式之间的关系

４．１　 高等代数中的形式具有高度的概括性

事实上，不同形式下的柯西不等式均统一于欧氏空间两向量的内积运算之中．
在线性空间 Ｒｎ 中，对于向量 α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）和 β＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）可定义内积（α，β）＝ ａ１ｂ１＋ａ２ｂ２＋…＋

ａｎｂｎ，则 Ｒｎ 就是一个欧氏空间．
注 ３：① 不难发现，数量积是特殊的内积，故通常解析几何教材中，又将数量积称为内积．
② 正是由于欧氏空间中柯西不等式的成立，才得以定义欧氏空间中两向量的夹角＜α，β ＞ ＝ ａｒｃｃｏｓ

（α，β）
｜α ｜ ｜ β ｜

，这为三维几何空间夹角的由来提供了理论基础．

在闭区间［ａ，ｂ］上所有可积函数所构成的线性空间中，函数 ｆ（ ｘ）和 ｇ（ ｘ）可定义内积（ ｆ（ ｘ），ｇ（ ｘ））

＝ ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）·ｇ（ｘ）ｄｘ ，则该线性空间就构成了一个欧氏空间．

综上，形式Ⅱ和形式Ⅲ可看做是形式Ⅳ的特殊形式．
４．２　 由解析几何角度下的推广形式证明数学分析中的形式

若 ∀ｎ∈Ｎ ＋， 􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ( )

２
≤􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ａ２ｉ·􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ（ａｉ，ｂｉ∈Ｒ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ）成立，则对在闭区间［ａ，ｂ］上可积的

任意函数 ｆ（ｘ） 和 ｇ（ｘ），有 ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）·ｇ（ｘ）ｄｘ( )

２
≤ ∫ｂ

ａ
ｆ ２（ｘ）ｄｘ·∫ｂ

ａ
ｇ２（ｘ）ｄｘ．

证明　 先引入引理 Ａ

引理 Ａ　 若级数􀰐
∞

ｉ ＝ １
ａ２ｉ 和􀰐

∞

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ 收敛，则 􀰐

∞

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ( )

２
≤􀰐

∞

ｉ ＝ １
ａ２ｉ·􀰐

∞

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ ．

因为 􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ａｉ ｜ ｜ ｂｉ ｜( )

２
≤􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ａ２ｉ·􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ ≤􀰐

∞

ｉ ＝ １
ａ２ｉ·􀰐

∞

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ ，所以 Ｓｎ ＝􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
｜ ａｉ ｜ ｜ ｂｉ ｜≤ 􀰐

∞

ｉ ＝ １
ａ２ｉ·􀰐

∞

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ ，Ｓｎ

单调递增有上界，Ｓｎ 收敛，即􀰐
∞

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ 绝对收敛．

因为 ∀ｎ ∈ Ｎ ＋， 􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ( )

２
≤ 􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ａ２ｉ ·􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ ， 令 ｎ → ∞， 由极限的保序性， 所以 􀰐

∞

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ( )

２ ＝

ｌｉｍ
ｎ→∞
􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ( )

２
≤ ｌｉｍ

ｎ→∞
􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ａ２ｉ·􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ( ) ＝􀰐

∞

ｉ ＝ １
ａ２ｉ·􀰐

∞

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ ，引理 Ａ得证．

将［ａ，ｂ］区间 ｎ 等分，取 ξｉ ＝ａ＋
ｉ（ｂ－ａ）

ｎ
，Δｘｉ ＝

ｂ－ａ
ｎ
（ ｉ＝ １，２，…，ｎ），根据定积分的定义，有

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ） ２ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ｆ（ξｉ） ２·Δｘｉ ＝􀰐

∞

ｉ ＝ １
ｆ（ξｉ） ２·Δｘｉ

同理

∫ｂ
ａ
ｇ（ｘ） ２ｄｘ ＝􀰐

∞

ｉ ＝ １
ｇ（ξｉ） ２·Δｘｉ，∫ｂ

ａ
ｆ（ｘ）·ｇ（ｘ）ｄｘ ＝􀰐

∞

ｉ ＝ １
ｆ（ξｉ）·ｇ（ξｉ）·Δｘｉ

令 ａｉ ＝ ｆ（ξｉ） Δｘｉ ，ｂｉ ＝ｇ（ξｉ） Δｘｉ ，则级数􀰐
∞

ｉ＝１
ａ２ｉ 和􀰐

∞

ｉ＝１
ｂ２ｉ 收敛．根据引理 Ａ，得

􀰐
∞

ｉ ＝ １
ｆ（ξｉ）·ｇ（ξｉ）·Δｘｉ ＝ 􀰐

∞

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ( )

２
≤􀰐

∞

ｉ ＝ １
ａ２ｉ·􀰐

∞

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ ＝

􀰐
∞

ｉ ＝ １
ｆ（ξｉ） ２·Δｘｉ( ) 􀰐

∞

ｉ ＝ １
ｇ（ξｉ） ２·Δｘｉ( )
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即

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）·ｇ（ｘ）ｄｘ( )

２
≤ ∫ｂ

ａ
ｆ ２（ｘ）ｄｘ·∫ｂ

ａ
ｇ２（ｘ）ｄｘ

４．３　 用数学分析的知识证明解析几何角度下的推广形式

尽管形式Ⅱ是受形式Ⅰ的启发，对 ｎ 利用数学归纳法所得到的解析几何角度下的推广形式，但该形式也

可利用数学分析中的相关知识进行证明．
定理 ４［５］（凸函数的判别法） 　 设 ｆ（ ｘ）在区间 Ｉ 上二阶可导，则 ｆ（ ｘ）在 Ｉ 上为凸函数的充要条件

是ｆ ″（ｘ）≥０．
定理 ５［５］（Ｊｅｎｓｏｎ不等式） 　 ｆ（ｘ）在 Ｉ 上为凸函数的充要条件是：对 ∀ｘｉ ∈ Ｉ，λ ｉ ≥ ０（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ），

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ ≥ ０，有如下不等式（１）成立：

ｆ
􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉｘｉ

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
≤
􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ ｆ（ｘｉ）

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

（１）

下文将利用以上两个定理 ４，定理 ５，证明形式Ⅱ．
证明　 考察函数 ｆ（ｘ）＝ ｘ２，ｆ ″（ｘ）＝ ２＞０，由定理 ４知，ｆ（ｘ）＝ ｘ２ 是 Ｒ 上的凸函数．

根据定理 ５，可得不等式
􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉｘｉ

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

２

≤
􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉｘ２ｉ

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

，即 􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉｘｉ( )

２
≤􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉｘ２ｉ·􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ，令λ ｉ ＝ ａ２ｉ ，ｘｉ ＝

ｂｉ

ａｉ
，可得

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉｂｉ( )

２
≤􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ａ２ｉ·􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ ．

５　 结　 语

在“三高”课程中，解析几何是借助坐标系用代数方法解决几何问题的学科；数学分析主要研究的是函

数，研究函数的性质、微分和积分等内容，它往往通过函数模型来解决问题；而高等代数所讨论的是代数系

统及其上的运算，如多项式环、线性空间等，它的特点是概念的高度抽象性和定理的高度概括性．一般而言，
高等代数与解析几何的关系显得较为紧密，它们本质上是“数”与“形”的互动关系，高等代数中的理论可在

解析几何中寻找模型，解析几何中的内容需依靠高等代数中的理论来支撑．
所举的柯西不等式在三个角度下的形式和证明以及它们的相互联系充分反映了数学思维的多样性与

一致性，正所谓“殊途同归” ．在“三高”课程的学习过程中，应经常反思三者的联系渗透之处，找出类似于柯

西不等式这样的例子，并从三者不同的视角加以研究，以加深对例子本身以及“三高”课程的理解．

参考文献：
［１］ 咸伟志．从三个角度证明点到平面的距离公式［Ｊ］．重庆工商大学学报：自然科学版，２０１４，３１（９）：２７⁃３０

［２］ 吕林根．解析几何［Ｍ］．４版．北京：高等教育出版社，２００６

［３］ 北京大学数学系几何与代数教研室前代数小组．高等代数［Ｍ］．３版．北京：高等教育出版社，２００３

［４］ 欧阳光中．数学分析［Ｍ］．３版．北京：高等教育出版社，２００７

［５］ 刘三阳．数学分析选讲［Ｍ］．北京：科学出版社，２００７
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Ｍａｋｅ ａ Ｔｈｏｒｏｕｇｈ Ｉｎｑｕｉｒｙ ｆｏｒ Ｃａｕｃｈｙ Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｉｎ Ｔｈｒｅｅ Ｖｉｅｗｓ

ＸＩＡＮ Ｗｅｉ⁃ｚｈｉ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ ４０１３３１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｃａｕｃｈｙ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｉｓ ｏｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｓｔ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ｉｎ ｈｉｇｈｅｒ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ． Ｔｈｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ
ｓｅｅｐｓ ｉｎ ａｎａｌｙｔｉｃ ｇｅｏｍｅｔｒｙ，ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｈｉｇｈｅｒ ａｌｇｅｂｒａ ｗｈｉｃｈ ａｒｅ ｔｈｒｅｅ ｍａｉｎ ｃｏｕｒｓｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｏｌｌｅｇｅ
ｓｔｕｄｅｎｔｓ ｍａｊｏｒｅｄ ｉｎ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ． Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｐｒｏｖｅｓ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｏｒｍｓ ｏｆ Ｃａｕｃｈｙ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｔｈｒｅｅ ｃｏｕｒｓｅｓ ａｎｄ ｅｘｐｌｏｒｅｓ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ａｍｏｎｇ ｔｈｅｍ．Ｆｉｎａｌｌｙ ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ｍａｋｅｓ ａ ｂｒｉｅｆ ｓｕｍｍａｒｙ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： Ｃａｕｃｈｙ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ； ｓｃａｌａｒ ｐｒｏｄｕｃｔ； ｄｅｆｉｎｉｔｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ； Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ ｓｐａｃｅ； ｉｎｎｅｒ ｐｒｏｄｕｃｔ

􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣􀤣
（上接第 ３２ 页）
令 Ｃ０ ＝Ｃ１∪Ｃ２，其中 Ｃ１ ＝｛（ａ，０） ｜ ａ∈Ｒ｝，Ｃ２ 由 Ｃ０ 中其余元素组成．

令映射 ｆ︰Ｒ→Ｃ１，使得∀ａ∈Ｒ，都有 ｆ（ａ） ＝ （ａ，０） ．易知 ｆ 是（Ｒ，＋，·）到（Ｃ１，＋，·）的同构映射，故
（Ｒ，＋，·）是（Ｃ０，＋，·）的子域．Ｃ 中的运算由 ｆ 的扩张决定，则 Ｃ 就是通常所说的复数域，且由于（０，１）·
（０，１）＝ （－１，０），所以 ｉ ＝ （０，１），ｉ２ ＝ －１．

这就是由实数域 Ｒ 扩张为复数域 Ｃ 的过程．
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