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　 　 摘　 要：域的扩张是域的一项重要的研究内容，根据已有的域，通过扩张的方法，可以构造新的域；代数

扩张能将有理数域扩充为实数域，实数域添上虚数单位 ｉ可以扩充为复数域，而有限扩张和代数扩张又有着

重要联系；在有限扩张与代数扩张的基本性质的基础上，进一步探讨了实数域扩充为复数域的过程．
关键词：有限扩张；代数扩张；实数域；复数域
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１　 有限扩张和代数扩张

定义 １［１］ 　 设域 Ｋ 是域 Ｆ 的扩域，Ｋ 作为域 Ｆ 上线性空间的维数，称为 Ｋ 对 Ｆ 的扩张次数，记为［Ｋ︰
Ｆ］，若［Ｋ︰Ｆ］＜＋∞ ，则称 Ｋ 是 Ｆ 的有限扩张．

定义 ２［２］ 　 设域 Ｋ 是域 Ｆ 的扩域，若∀α∈Ｋ，α 都是 Ｆ 上的代数元，则称 Ｋ 是域 Ｆ 的代数扩张，否则称

为超越扩张．
设 Ｆ（α）是域 Ｆ 的单扩张，当 α 是 Ｆ 上的代数元时，Ｆ（α）是 Ｆ 的有限扩张且［Ｆ（α）︰Ｆ］为 α 在 Ｆ 上极

小多项式的次数；当 α 是 Ｆ 上的超越元时，Ｆ（α）是 Ｆ 的无限扩张．

例 １　 令 Ｆ＝Ｑ（有理数域），ｕ＝ －１ ＝ ｉ，则 Ｑ（ －１ ）＝ ｛ａ＋ｂ －１ ａ，ｂ 为有理数｝， －１在 Ｑ 上的极小多

项式为 ｆ（ｘ）＝ ｘ２＋１，所以［Ｑ －１︰Ｑ］ ＝ ２．

例 ２　 令 Ｆ＝Ｑ，取 ｕ＝π，由于π是有理数域Ｑ上的超越元，所以Ｑ（π）＝ ｆ（π）
ｇ（π）

ｆ，ｇ 有理系数多项式且 ｇ≠０{ } ，
［Ｑ（π）︰Ｑ］＝＋∞ ．

例 ３　 实数域 Ｒ 添上代数元 ｉ即为复数域，即 Ｃ＝Ｒ（ｉ） ．
定理 １　 设域 Ｋ 是域 Ｆ 的扩域，α∈Ｋ，则下列条件等价：
（１） Ｆ（α）是域 Ｆ 的代数扩张；
（２） α 是 Ｆ 上的代数元；
（３） Ｆ（α）是 Ｆ 的有限扩张．
证明　 （１）⇒（２）：Ｆ（α）是 Ｆ 的代数扩张，而 α∈Ｆ（α），所以 α 是 Ｆ 上的代数元；
（２）⇒（３）：α 是 Ｆ 上的代数元，所以［Ｆ（α）︰Ｆ］为 α 在 Ｆ 上极小多项式的次数，为有限数，即［Ｆ（α）︰

Ｆ］＜＋∞ ，因而 Ｆ（α）是 Ｆ 的有限扩张；
（３）⇒（１）：设［Ｆ（α）︰Ｆ］ ＝ｎ＜＋∞ ，∀β∈Ｆ（α），则 １，β，…，βｎ 是 Ｆ（α）中 ｎ＋１个元素，一定线性相关，即

存在不全为零的 ａ０，ａ１，…，ａｎ∈Ｆ，使􀰐
ｎ

ｉ ＝ ０
α ｉβ ｉ ＝ ０．令 ｆ（ｘ） ＝􀰐

ｎ

ｉ ＝ ０
α ｉｘｉ ，则有 ｆ（β）＝ ０，所以 β 是 Ｆ 上的代数元，



因此 Ｆ（α）是域 Ｆ 的代数扩张．
由此可以得出结论：单有限扩张⇔单代数扩张．
推论 １　 设域 Ｋ 是域 Ｆ 的有限扩张，则 Ｋ 一定是 Ｆ 的代数扩张．
推论 １的证明过程与定理 １中（３）⇒（１）的证明过程类似，只须将 Ｆ（α）换为 Ｋ 即可，不再叙述．
定理 ２［３］ 　 设 Ｅ 是域 Ｆ 的扩域，Ｋ 是域 Ｅ 的扩域，即有 Ｆ⊆Ｅ⊆Ｋ，则当且仅当［Ｋ︰Ｆ］＜＋∞时有［Ｋ︰Ｅ］＜

＋∞ ，［Ｅ︰Ｆ］＜＋∞ ，而且此时［Ｋ︰Ｆ］ ＝［Ｋ︰Ｅ］［Ｅ︰Ｆ］ ．
证明　 设［Ｋ︰Ｆ］ ＝ｎ＜＋∞ ，Ｅ 是 Ｆ 上线性空间 Ｋ 的子空间，所以［Ｅ︰Ｆ］ ＜＋∞ ．设 α１，α２，…，αｎ 是 Ｋ 对 Ｆ

的基，即∀α∈Ｋ，∃ｘｉ∈Ｆ⊆Ｅ（１≤ｉ≤ｎ），使 α ＝􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉα ｉ ，故 α１，α２，…，αｎ 也是 Ｅ 上线性空间 Ｋ 的一组生成

元，故［Ｋ︰Ｅ］＜＋∞ ．
反之，设［Ｋ︰Ｅ］ ＝ ｒ，［Ｅ︰Ｆ］ ＝ ｓ．又在 Ｅ 上的线性空间 Ｋ 中取基 α１，α２，…，αｒ，在 Ｆ 上的线性空间 Ｅ 中取

基 β１，β２，…，βｓ ．设 α∈Ｋ，则∃ｘｉ∈Ｅ（１≤ｉ≤ｒ），使得 α ＝􀰐
ｒ

ｉ ＝ １
ｘｉα ｉ ．

又对每个 ｘｉ∈Ｅ，∃ｙｉｊ∈Ｆ（１≤ｊ≤ｓ），使得 ｘｉ ＝􀰐
ｓ

ｊ＝１
ｙｉｊβ ｊ，因而 α＝􀰐

ｒ

ｉ＝１
􀰐
ｓ

ｊ＝１
ｙｉｊαｉβ ｊ，故｛αｉβ ｊ １≤ｉ≤ｒ，１≤ｊ≤ｓ｝是 Ｆ

上线性空间 Ｋ 的一组生成元．设 ｙｉｊ∈Ｆ，而􀰐
ｒ

ｉ＝１
􀰐
ｓ

ｊ＝１
ｙｉｊαｉβ ｊ ＝ ０，即􀰐

ｒ

ｉ＝１
􀰐
ｓ

ｊ＝１
ｙｉｊβ ｊ( ) αｉ ＝ ０．由􀰐

ｓ

ｊ＝１
ｙｉｊβ ｊ∈Ｅ 且 α１，α２，…，αｒ 是

Ｅ 上线性空间 Ｋ 的基知􀰐
ｓ

ｊ＝１
ｙｉｊβ ｊ ＝ ０（１≤ｉ≤ｒ） ．又 β１，β２，…，βｓ 是 Ｆ 上线性空间 Ｅ 的基，故 ｙｉｊ ＝ ０（１≤ｉ≤ｒ，１≤

ｊ≤ｓ） ．于是｛αｉβ ｊ １≤ｉ≤ｒ，１≤ｊ≤ｓ｝是 Ｆ 上线性空间的一组基，于是［Ｋ︰Ｆ］ ＝［Ｋ︰Ｅ］［Ｅ︰Ｆ］ ．
推论 ２　 若［Ｋ︰Ｆ］是素数，则在 Ｋ 与 Ｆ 之间没有其他子域．
证明　 若 Ｅ 为中间域，即 Ｆ⊂Ｅ⊂Ｋ，则［Ｋ︰Ｆ］ ＝［Ｋ︰Ｅ］［Ｅ︰Ｆ］ ＝［Ｋ︰Ｆ］ ．因为［Ｋ︰Ｆ］是素数，故［Ｅ︰Ｆ］ ＝

１或［Ｅ︰Ｆ］ ＝［Ｋ︰Ｆ］ ．若［Ｅ︰Ｆ］ ＝ １，则 Ｅ＝Ｆ；若［Ｅ︰Ｆ］ ＝［Ｋ︰Ｆ］，则 Ｅ＝Ｋ．这都导出矛盾，故推论 ２成立．
定理 ３［４］ 　 若 Ｅ 是 Ｆ 的代数扩张，Ｋ 是 Ｅ 的代数扩张，则 Ｋ 是 Ｆ 的代数扩张．
证明　 只要证明 Ｋ 中每个元素都是 Ｆ 上的代数元即可．设 α∈Ｋ，则 α 是 Ｅ 上的代数元，记 ｇ（ｘ）＝ ｃ０＋ｃ１ｘ

＋…＋ｘｎ 是 α 作为 Ｅ 上的代数元的极小多项式，其中 ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ －１∈Ｅ．现作 Ｋ１ ＝ Ｆ（ ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ－１），Ｆ ｉ ＝
Ｆ（ｃ０，ｃ１，…，ｃｉ）（１≤ｉ≤ｎ－１），Ｆ０ ＝Ｆ（ｃ０），则 α 是 Ｋ１ 上的代数元．但由于 ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ－１都是 Ｆ 上的代数元，故
［Ｋ－１︰Ｆ］ ＝［Ｆｎ－１︰Ｆｎ－２］［Ｆｎ－２︰Ｆｎ－３］…［Ｆ０︰Ｆ］＜＋∞ ，于是从 Ｆ（α）⊆Ｋ－１（α）即可推出［Ｆ（α）︰Ｆ］≤［Ｋ－１（α）︰
Ｆ］ ＝［Ｋ－１（α）︰Ｋ′］［Ｋ１︰Ｆ］＜＋∞ ．这就说明了 α 是 Ｆ 上的代数元．

２　 数域扩张过程的理解

以实数域 Ｒ 扩充为复数域 Ｃ 的过程为例进行探讨．实数域 Ｒ 上的一元二次方程 ｘ２＋１ ＝ ０ 在实数域上无

解，这很容易通过根的判别式进行判定（Δ＜０） ．所以假设这个一元二次方程的根在所要扩张到的域 Ｆ 中，设
这个方程的根为 α 且有 α∈Ｆ．要使 Ｆ 成为一个域，自然地－α 也要在 Ｆ 中，而且实数中的四则运算在 Ｆ 中也

要成立，很容易验证－α 满足 ｘ２＋１＝ ０．实数域上的不可约多项式只有两种：一种为一次多项式，另一种为二次

不可约多项式．所有的三次及其以上的实系数多项式在实数域 Ｒ 中是可以因式分解的．而一般的一元二次方

程 ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝ ０，如果它的判别式 Δ＜０，则会在求根公式中出现类似于 －１的部分，而它恰好可以通过一个实

数和 α 表达．这样通过构造新的集合和新的四则运算可以构造出复数域 Ｃ．
构造新集合 Ｃ０ ＝｛（ａ，ｂ） ｜ ａ，ｂ∈Ｒ｝，在 Ｃ０ 中定义加法“＋”和乘法“·”运算如下：
对于任意实数对（ａ，ｂ），（ｃ，ｄ）∈Ｃ０，令

（ａ，ｂ） ＋ （ｃ，ｄ） ＝ （ａ ＋ ｃ，ｂ ＋ ｄ），（ａ，ｂ）·（ｃ，ｂ） ＝ （ａｃ － ｂｄ，ａｄ ＋ ｂｃ）
容易证明（Ｃ０，＋，·）是一个域．

（下转第 ３８ 页）
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