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初等变换在向量组的线性相关性中的应用∗
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　 　 摘　 要：线性方程组的解及向量组的线性相关性是线性代数的核心内容，而初等变换是研究它们的最

有力的工具，因此应用好这一工具对学习线性代数非常有帮助；用“提问—总结—举例”的方式给学生阐述

了初等变换在向量组的线性相关性中的应用．
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为了便于叙述，给出下面已熟悉的初等变换的性质作为引理．

引理 １［１］ 　 设 Ａ 是一个 ｍ×ｎ 矩阵，对 Ａ 施行一次初等行变换，相当于在 Ａ 的左边乘以相应的 ｍ 阶初等

矩阵；对 Ａ 施行一次初等列变换，相当于在 Ａ 的右边乘以相应的 ｎ 阶初等矩阵．

引理 ２［１］ 　 方阵 Ａ 可逆的充分必要条件是存在有限个初等矩阵 Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐ ｌ，使得 Ａ＝Ｐ１Ｐ２，…，Ｐ ｌ ．

引理 ３［１］ 　 对于 ｍ×ｎ 矩阵 Ａ，可经过一系列的初等行变换化成行最简形矩阵．

下面通过“提问题—解决问题—总结—举例”的方式给出线性变换在向量组的线性相关性中的应用．

若矩阵 Ｐ 是一 ｍ 阶可逆矩阵，矩阵 Ａ ＝ ［α１，α２，…，αｎ］，Ｂ ＝ ［β１，β２，…，βｎ］均为 ｍ×ｎ 矩阵，α ｊ，β ｊ（ ｊ ＝ １，

２，…，ｎ）分别是它们的列向量，且满足 ＰＡ＝Ｂ．

问题 １　 试证向量组 βｉ１，βｉ２，…，βｉｒ是向量组 β１，β２，…，βｎ 的最大线性无关组的充分必要条件是向量组

αｉ１，αｉ２，…，αｉｒ是向量组 α１，α２，…，αｎ 的最大线性无关组．

证明　 只证充分性，必要性可类似地证明．由题意得

βｉ ＝ Ｐαｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ （１）

　 　 ｉ） 首先要证向量组 βｉ１，βｉ２，…，βｉｒ线性无关．令

ｋ１βｉ１
＋ ｋ２βｉ２

＋ … ＋ ｋｒβｉｒ
＝ ０

　 　 把式（１）代入得

Ｐ（ｋ１αｉ１
＋ ｋ２αｉ２

＋ … ＋ ｋｒαｉｒ） ＝ ０

　 　 由 Ｐ 是可逆矩阵，左右两边同时乘以 Ｐ－１得，

ｋ１αｉ１
＋ ｋ２αｉ２

＋ … ＋ ｋｒαｉｒ
＝ ０



　 　 再由假设向量组 αｉ１，αｉ２，…，αｉｒ是最大无关组，知 αｉ１，αｉ２，…，αｉｒ线性无关，从而有

ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ … ＝ ｋｒ ＝ ０

于是向量组 βｉ１，βｉ２，…，βｉｒ线性无关．

ｉｉ） 其次要证 βｉ（ ｉ＝ １，２，…，ｎ）可由向量组 βｉ１，βｉ２，…，βｉｒ线性表出．

由向量组 αｉ１，αｉ２，…，αｉｒ是向量组 α１，α２，…，αｎ 的最大线性无关组，知 αｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）可由向量组 αｉ１，

αｉ２，…，αｉｒ线性表出，即存在数 ｋｉ１，ｋｉ２，…，ｋｉｒ使得

αｉ ＝ ｋｉ１αｉ１
＋ ｋｉ２αｉ２

＋ … ＋ ｋｉｒαｉｒ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ （２）

　 　 对式（２）左右两边同时乘以矩阵 Ｐ，并结合式（１），得

βｉ ＝ ｋｉ１βｉ１
＋ ｋｉ２βｉ２

＋ … ＋ ｋｉｒβｉｒ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ

　 　 即证 βｉ（ ｉ＝ １，２，…，ｎ）可由向量组 βｉ１，βｉ２，…，βｉｒ线性表出．

由 ｉ），ｉｉ）知充分性得证．

由问题 １知，若在向量组 β１，β２，…，βｎ 中很容易找到其最大无关组，则就可以得到向量组 α１，α２，…，αｎ

相应的一个最大线性无关组．知道行最简形矩阵的非零行的第一个非零元素所在的列向量就是该矩阵的列

向量所组成的向量组的一个最大无关组．同时由问题的证明过程知道，βｉ（ ｉ＝ １，２，…，ｎ）由其最大线性无关组

线性表示的表出系数与 αｉ（ ｉ＝ １，２，…，ｎ）由其相应的最大线性无关组线性表示的表出系数相同；而行最简形

矩阵的列向量很容易写出由其非零行的第一个非零元素所在的列向量的线性表示的表出系数．再根据引理

１，２及 ３就有找一给定向量组的最大线性无关组并把其余的向量用该最大线性无关组线性表示的方法，并

以命题的方式总结如下：

命题 １　 将矩阵 Ａ＝［α１，α２，…，αｎ］进行一系列的初等行变换使其化成行最简形矩阵 Ｂ ＝ ［β１，β２，…，

βｎ］，且设该最简形矩阵中的非零行的第一个非零元素所在的列标依次为 ｉ１，ｉ２，…，ｉｒ，且有 βｉ ＝ ｋｉ１βｉ１
＋ｋｉ２βｉ２

＋

…＋ｋｉｒβｉｒ，ｉ＝ １，２，…，ｎ，则向量组 αｉ１，αｉ２，…，αｉｒ就是向量组 α１，α２，…，αｎ 的一最大线性无关组，并且

αｉ ＝ ｋｉ１αｉ１
＋ ｋｉ２αｉ２

＋ … ＋ ｋｉｒαｉｒ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ

从问题中提炼出方法，然后再归纳总结，这是数学当中重要的研究手段［２］ ．

例 １　 设矩阵

Ａ ＝

２ － １ － １ １ ２

１ １ － ２ １ ４

４ － ６ ２ － ２ ４

３ ６ － ９ ７ ９
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　 　 求矩阵 Ａ 的列向量组的一个最大线性无关组，并把不属于最大线性无关组的列向量用最大线性无关组

线性表示．

解　 对矩阵 Ａ 施行一系列的初等行变换变为行最简形矩阵

Ｂ ＝

１ ０ － １ ０ ４

０ １ － １ ０ ３

０ ０ ０ １ － ３

０ ０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
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÷
÷
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显然 Ｂ 中的非零行的第一个非零元素所在的列的列标分别为 １，２，４，由命题 １知道

α１ ＝
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，α２ ＝
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，α４ ＝
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为该列向量组的最大线性无关组．在 Ｂ 的列向量组中，很容易得到如下线性表示式

β３ ＝ － β１ － β２
β５ ＝ ４β１ ＋ ３β２ － ３β４

由命题知道

α３ ＝ － α１ － α２
α５ ＝ ４α１ ＋ ３α２ － ３α４

　 　 尽管随着计算机的发展，判断一向量组的线性相关性及线性表示问题很容易在计算机上实现［３］，然而

这些是要在相应理论研究的基础上实现的．因此向量组的线性相关性及线性表示问题的理论研究还是非常

有意义的．
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