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　 　 作者简介：蒋建新（１９８１⁃），男，讲师，硕士，从事矩阵理论及其应用研究．

　 　 摘　 要：利用非奇异 Ｍ 矩阵 Ａ 的逆矩阵 Ａ－１元素单调的上下界序列和改进的圆盘定理，得到了 Ｍ 矩阵

Ｂ 与 Ａ－１的 Ｈａｄａｍａｒｄ积以及最小特征值下界单调递减的新估计式．
关键词：Ｍ 矩阵；Ｈａｄａｍａｒｄ积；最小特征值；下界
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关于非奇异 Ｍ 矩阵 Ａ 的逆矩阵 Ａ－１与 Ｍ 矩阵 Ｂ 的 Ｈａｄａｍａｒｄ 积 Ｂ Ａ－１的最小特征值 τ（Ｂ Ａ－１）下界的

研究，已得到许多估计式［１－６］ ．但这些估计式有些涉及矩阵的特征值，有些涉及 Ａ－１的元素，有些又涉及 Ａ 的

谱半径，当矩阵阶数较大时计算比较困难．此处利用非奇异 Ｍ 矩阵 Ａ 的逆矩阵 Ａ－１元素单调的上下界序列和

改进的圆盘定理，得到了 τ（Ｂ Ａ－１）下界单调递减的一系列新估计式．这些估计式只与矩阵的元素有关，当迭

代次数较高时，几乎可以逼近真值．

１　 预备知识

首先引入一些记号：

Ｒ ｉ（Ａ） ＝ ｊ≠ｉ
ａｉｊ ，　 ｄｉ ＝

１
ａｉｉ

ｊ≠ｉ

ａｉｊ ，　 Ｊ（Ａ） ＝ ｉ∈ Ｎ：ｄｉ ＜ １{ } ，　 ｕｉ ＝
１
ａｉｉ


ｎ

ｊ ＝ ｉ＋１
ａｉｊ

ｌｗ ＝ ｍａｘ
ｗ≤ｉ≤ｎ

 ｊ≠ｉ，ｗ≤ｊ≤ｎ
ａｉｊ

ａｉｉ
{ } ，　 ｓｊｉ ＝

ａｊｉ ＋
ｋ≠ｊ，ｉ

ａｊｋ ｄｋ

ａｊｊ
，　 ｒｉ ＝ ｍａｘｊ≠ｉ

ａｊｉ

ａｊｊ －
ｋ≠ｊ，ｉ

ａｊｋ
{ } ，　 ｍｊｉ ＝

ａｊｉ ＋
ｋ≠ｊ，ｉ

ａｊｋ ｒｉ

ａｊｊ

ｑ ｊｉ ＝ ｍｉｎ ｓ ｊｉ，ｍ ｊｉ{ } ，　 ｈｉ ＝ ｍａｘｊ≠ｉ

ａ ｊｉ

ａ ｊｊ ｑ ｊｉ －
ｋ≠ｊ，ｉ

ａ ｊｋ ｑｋｉ
{ } ，　 ｕ０ｊｉ ＝

ａ ｊｉ ＋
ｋ≠ｊ，ｉ

ａ ｊｋ ｑｋｉｈｉ

ａ ｊｊ

ｐ（ ｔ）ｊｉ ＝
ａ ｊｉ ＋

ｋ≠ｊ，ｉ
ａ ｊｋ ｕ（ ｔ －１）ｋｉ

ａ ｊｊ
，　 ｈ（ ｔ）ｉ ＝ ｍａｘ

ｊ≠ｉ

ａ ｊｉ

ａ ｊｊ ｐ（ ｔ）ｊｉ －
ｋ≠ｊ，ｉ

ａ ｊｋ ｐ（ ｔ）ｋｉ
{ } ，　 ｕ（ ｔ）ｊｉ ＝

ａ ｊｉ ＋
ｋ≠ｊ，ｉ

ａ ｊｋ ｐ（ ｔ）ｋｉ ｈ（ ｔ）ｉ

ａ ｊｊ

ｐ（ ｔ）ｉ ＝ ｍａｘ
ｊ≠ｉ

ｐ（ ｔ）ｉｊ{ }

　 　 其次，给出一些定义和引理．
定义 １［１］ 　 设 Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒｎ×ｎ，如果 ａｉｊ≤０，∀ｉ，ｊ＝ １，２，…，ｎ，且 ｉ≠ｊ，则称 Ａ 为 Ｚ 矩阵．
定义 ２［１］ 　 设 Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒｎ×ｎ为 Ｚ 矩阵，若 Ａ 可表示为 Ａ ＝αＩ－Ｐ，其中 Ｐ≥０，α≥ρ（Ｐ），则称 Ａ 为 Ｍ 矩



阵，当 α＞ρ（Ｐ）时，称 Ａ 为非奇异 Ｍ 矩阵，非奇异 Ｍ 矩阵的集合用 Ｍｎ 表示．
定义 ３［１］ 　 σ（Ａ）＝ ｛λ１，λ２，…，λｎ｝表示矩阵 Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃｎ×ｎ的 ｎ 个特征值 λ１，λ２，…，λｎ 组成的集合，称

为 Ａ 的谱，Ａ 的最小特征值记作 τ（Ａ）＝ ｍｉｎ｛Ｒｅ（λ）：λ∈σ（Ａ）｝ ．

定义 ４［１］ 　 设 Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃｍ×ｎ，Ｂ＝（ｂｉｊ）∈Ｃｍ×ｎ，Ａ Ｂ＝
ａ１１ｂ１１ … ａ１ｎｂ１ｎ
︙ ︙

ａｍ１ｂｍ１ … ａｍｎｂｍｎ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
称为 Ａ 和 Ｂ 的 Ｈａｄａｍａｒｄ积．

引理 １［１］ 　 若 Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒｎ×ｎ是 Ｍ 矩阵，则存在正对角矩阵 Ｄ，使 Ｄ－１ＡＤ 是严格对角占优矩阵，也是 Ｍ
矩阵．

引理 ２［１］ 　 设 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ∈Ｒｎ×ｎ，其中 Ｃ，Ｄ 是对角矩阵，则
Ｄ（Ａ  Ｂ）Ｅ ＝ （ＤＡＥ）  Ｂ ＝ （ＤＡ）  ＢＥ ＝ （ＡＥ）  （ＤＢ） ＝ Ａ  （ＤＢＥ）

　 　 引理 ３［２］ 　 设 Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃｎ×ｎ，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 是一组正实数，则 Ａ 的所有特征值包含在复平面 Ｃ 的如下区

域中：

∪
ｎ

ｉ，ｊ ＝ １
ｉ≠ｊ

ｚ∈ Ｃ： ｚ － ａｉｉ ｚ － ａ ｊｊ ≤ ｘｉ
ｋ≠ｉ

１
ｘｋ

ａｋｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ ｊ

ｋ≈ｊ

１
ｘｋ

ａｋｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷{ }

　 　 引理 ４［３］ 　 设 Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒｎ×ｎ是行严格对角占优的 Ｍ 矩阵，则∀ｉ，ｊ∈Ｎ，ｊ≠ｉ，ｔ ＝ １，２，…，有式（１） （２）
成立：

１ ＞ ｑ ｊｉ ≥ ｕ（０）ｊｉ ≥ ｐ（１）ｊｉ ≥ ｕ（１）ｊｉ ≥ ｐ（２）ｊｉ ≥ ｓ（２）ｊｉ ≥…≥ ｐ（ ｔ）ｊｉ ≥ ｕ（ ｔ）ｊｉ ≥…≥ ０ （１）
１ ≥ ｈｉ ≥ ０，１ ≥ ｈ（ ｔ）ｉ ≥ ０ （２）

　 　 引理 ５［３］ 　 设 Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒｎ×ｎ是行严格对角占优 Ｍ 矩阵，则 Ａ－１ ＝（βｉｊ）存在且有下列不等式（３）成立：

β ｊｉ ≤
ａ ｊｉ ＋ ｋ≠ｊ，ｉ

ａ ｊｋ ｕ（ ｔ）ｋｉ

ａ ｊｊ
βｉｉ ，ｉ≠ ｊ，ｔ ＝ ０，１，２，… （３）

２　 主要结果

定理 １　 设 Ａ＝（ａｉｊ），Ｂ＝（ｂｉｊ）∈Ｍｎ，且 Ａ－１ ＝（βｉｊ），则

τ（Ｂ  Ａ －１） ≥ ｍｉｎ
ｉ≠ｊ

１
２

βｉｉｂｉｉ ＋ β ｊｊｂ ｊｊ －
βｉｉｂｉｉ － β ｊｊｂ ｊｊ( ) ２ ＋ ４ ｓｉ

ｋ≠ｉ

１
ｓｋ

ｂｋｉ ｍｋｉβｉｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｓ ｊ
ｋ≠ｊ

１
ｓｋ

ｂｋｊ ｍｋｊβ ｊｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

１
２ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

（４）

　 　 证明　 １） 当 Ａ，Ｂ 是不可约矩阵时，Ａ－１，Ｂ Ａ－１也是不可约的，并且存在正对角矩阵 Ｄ 且使 ｑ（Ｂ Ａ－１）＝
ｑ（Ｄ－１（Ｂ Ａ－１）Ｄ）＝ ｑ（Ｂ （Ｄ－１ＡＤ） －１） ．因此不防假设 Ａ 是严格对角占优 Ｍ 矩阵．

令 Ｒ（ ｔ －１）ｊ ＝
ｋ≠ｊ

ａ ｊｋ ｕ（ ｔ －１）ｋｉ ，ｊ，ｉ∈Ｎ，ｊ≠ ｉ，ｔ ＝ １，２，…．这时 Ｒ（ ｔ －１）ｊ ＝
ｋ≠ｊ

ａ ｊｋ ｕ（ ｔ －１）ｋｉ ≤ ａ ｊｉ ＋
ｋ≠ｊ，ｉ

ａ ｊｋ ｕ（ ｔ －１）ｋｉ ≤

Ｒ ｊ（Ａ） ＝
ｋ≠ｊ

ａ ｊｋ ≤ ａ ｊｊ，此时存在实数 ｚ（ ｔ －１）ｊｉ （０ ≤ ｚ（ ｔ －１）ｊｉ ≤ １），使 ａ ｊｉ ＋
ｋ≠ｊ，ｉ

ａ ｊｋ ｕ（ ｔ －１）ｋｉ ＝ ｚ（ ｔ －１）ｊｉ Ｒ ｊ（Ａ） ＋ （１ －

ｚ（ ｔ －１）ｊｉ ）Ｒ（ ｔ －１）ｊ ，则 ｐ（ ｔ）ｊｉ ＝
ｚ（ ｔ －１）ｊｉ Ｒ ｊ（Ａ） ＋ （１ － ｚ（ ｔ －１）ｊｉ ）Ｒ（ ｔ －１）ｊ

ａ ｊｊ
，ｚ（ ｔ －１）ｊ ＝ｍａｘ

ｉ≠ｊ
｛ ｚ（ ｔ －１）ｊｉ ｝，显然，０ ＜ ｚ（ ｔ －１）ｊｉ ≤１（如果 ｚ（ ｔ －１）ｊｉ ＝ ０，

则对任意 ｊ，ｉ∈Ｎ，ｊ≠ ｉ，ｚ（ ｔ －１）ｊｉ ＝ ０，则 ａ ｊｉ ＝ ０，∀ｊ，ｉ∈Ｎ，ｊ≠ ｉ，即Ａ是可约的，这与Ａ是不可约的假设矛盾） ．因
为 Ａ 是不可约的，这时 Ｒ（ ｔ －１）ｊ ≥ ０，０ ＜ ｐ（ ｔ）ｊ ＜ １．

设 ｑ（Ａ Ａ－１）＝ λ，由引理 ３，并让 ｘ ｊ ＝α ｊ，α＝
１
２
，则存在 ０≤ｉ０≤ｎ，使得

λ － βｉ０ｉ０ｂｉ０ｉ０ λ － β ｊ０ｊ０ｂ ｊ０ｊ０ ≤ ｐｉ（ ｔ）０ 
ｋ≠ｉ０

１
ｐ（ ｔ）ｋ

βｋｉ０ｂｋｉ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐ ｊ（ ｔ）０ 

ｋ≠ｊ０

１
ｐ（ ｔ）ｋ

βｋｊ０ｂｋｊ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ （５）
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成立．
又因为

ｐ（ ｔ）ｉ０ 
ｋ≠ｉ０

１
ｐ（ ｔ）ｋ

βｋｉ０ｂｋｉ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐ（ ｔ）ｊ０ 

ｋ≠ｊ０

１
ｐ（ ｔ）ｋ

βｋｊ０ｂｋｊ０
æ

è
ç

ö

ø
÷≤

ｐ（ ｔ）ｉ０ 
ｋ≠ｉ０

１
ｐ（ ｔ）ｋ

ｂｋｉ０

ａｋｉ０
＋ 

ｌ≠ｋ，ｉ０

ａｋｌ ｕ（ ｔ －１）ｌｉ０

ａｋｋ
βｉ０ｉ０

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ｐ（ ｔ）ｊ０ 

ｋ≠ｊ０

１
ｐ（ ｔ）ｋ

ｂｋｊ０

ａｋｊ０
＋ 

ｌ≠ｋ，ｊ０

ａｋｌ ｕ（ ｔ －１）ｌｊ０

ａｋｋ
β ｊ０ｊ０

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
≤

ｐ（ ｔ）ｉ０ 
ｋ≠ｉ０

ｂｋｉ０ βｉ０ｉ０( ) ｐ（ ｔ）ｊ０ 
ｋ≠ｊ０

ｂｋｊ０ β ｊ０ｊ０( )

则有

λ － βｉ０ｉ０ｂｉ０ｉ０ λ － β ｊ０ｊ０ｂ ｊ０ｊ０ ≤ ｐｉ（ ｔ）０ 
ｋ≠ｉ０

ｂｋｉ０ βｉ０ｉ０( ) ｐ ｊ（ ｔ）０ 
ｋ≠ｊ０

ｂｋｊ０ β ｊ０ｊ０( )

化简整理得

τ（Ｂ  Ａ －１） ≥ ｍｉｎ
ｉ≠ｊ

１
２

βｉｉｂｉｉ ＋ β ｊｊｂ ｊｊ － βｉｉｂｉｉ － β ｊｊｂ ｊｊ( ) ２ ＋ ４ ｐ（ ｔ）ｉ 
ｋ≠ｉ

ｂｋｉ βｉｉ( ) ｐ（ ｔ）ｊ 
ｋ≠ｊ

ｂｋｊ β ｊｊ( )[ ]
１
２{ }

　 　 ２） 若 Ａ，Ｂ 有一个可约，类似文献［５］中定理 ２．２．２的证明知此时定理 １也成立．

３　 数值例子

假设

Ａ ＝

４ － １ － １ － １
－ ２ ５ － １ － １
０ － ２ ４ － １
－ １ － １ － １ ４

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

，Ｂ ＝

１ － ０．５ ０ ０
－ ０．５ １ － ０．５ ０
０ － ０．５ １ － ０．５
０ ０ － ０．５ １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

若应用文献［５］中定理 ２．２．２，得 τ（Ｂ Ａ－１）≥０．１２７ ５，应用此处结果，当 ｔ＝ １０时，τ（Ｂ Ａ－１）≥０．２１３ ７，而事实

上 τ（Ｂ Ａ－１）＝ ０．２２６ ６．
此例进一步说明了所得结果的有效性．
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ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｂｏｕｎｄｓ ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ ｍｏｎｏｔｏｎｉｃａｌｌｙ ｏｆ Ｈａｄａｍａｒｄ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ Ｍ ｍａｔｒｉｘ Ｂ ａｎｄ Ａ－１ ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｍａｔｒｉｘ； Ｈａｄａｍａｒｄ ｐｒｏｄｕｃｔ； ｍｉｎｉｍｕｍ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ； ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄ
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