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　 　 作者简介：周莉（１９９０⁃），女，重庆万州人，硕士研究生，从事全局优化理论与方法研究．

　 　 摘　 要：利用拉格朗日函数和 Ｌ⁃次微分的方法，研究了带有双值和不等式约束的特殊三次规划问题的

全局最优性充分条件；首先刻画出该类三次规划问题的拉格朗日函数的抽象次微分，得到了特殊三次规划

问题的全局最优性充分条件；然后，举例说明利用所给出的全局最优性充分条件判定当前可行解就是全局

最优解是有效的．
关键词：三次规划；拉格朗日函数；Ｌ⁃次微分；全局最优性充分条件
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１　 预备知识

全局最优化在数学规划理论中是一个重要的研究领域，它的理论研究之一是怎样刻画一个全局优化问

题的解，全局最优充分性条件是用来说明一个解是全局最优解的一个重要理论依据．三次规划数学模型在三

次多项式近似优化［１］、凸优化［２］、工程设计和结构优化［３］等领域有着广泛的应用．而三次问题的研究成果可

以应用到二次规划问题［４］，文献［５⁃７］对含有箱子或二元约束的特殊三次规划问题的全局最优性条件进行

了研究，取得了一定的进展．此处是基于文献［５］和文献［８，９］，利用拉格朗日函数和 Ｌ⁃次微分的方法，研究

了带有双值和不等式约束的特殊三次规划问题的全局最优性充分条件．同时给出例子说明给出的最优性条

件能有效地用于确定给定的三次极小化问题的全局极小值，所得结果改进和推广了文献［４，５］中的相应

结果．
Ｒ 表示实线性空间，Ｒｎ 表示 ｎ 维欧几里得空间．对于向量 ｘ，ｙ∈Ｒｎ，ｘ≥ｙ⇔ｘｉ≥ｙｉ，ｉ＝ １，２，…，ｎ，记号 Ａ≥

Ｂ⇔Ａ－Ｂ 是半正定矩阵．
考虑如下三次规划问题：

（ＣＫＰ）ｍｉｎ　 ｆ（ｘ） ＝ ｂＴｘ３ ＋ １
２
ｘＴＡｘ ＋ ａＴｘ

ｓ．ｔ．　
Ｂｘ ＋ ｃ≤ ０
ｘ∈ Ｕ ＝ ｛ － １，１｝ ｎ

其中 ａ，ｂ∈Ｒｎ，ｃ∈Ｒｍ，Ｂ∈Ｒｍ×ｎ，Ａ 为实对称矩阵，令 Ｓ＝ ｘ∈Ｕ Ｂｘ＋ｃ≤０{ } ，并设 Ｓ≠⌀．
定义 １［１０］（Ｌ⁃次微分） 　 设 ｆ：Ｒｎ→Ｒ 且 ｘ０∈Ｒｎ，ｌ∈Ｌ，若 ｆ（ｘ）≥ｆ（ｘ０） ＋ｌ（ｘ） －ｌ（ｘ０），∀ｘ∈Ｒｎ，则称 ｌ 为 ｆ

在 ｘ０ 处的 Ｌ⁃次梯度，ｆ 在 ｘ０ 的所有 Ｌ⁃次梯度的集合∂Ｌ ｆ（ｘ０）称为 ｆ 在 ｘ０ 的 Ｌ⁃次微分．
注：若 Ｌ 是所有线性函数所成的集合，ｆ 是一个下半连续的凸函数，则∂Ｌ ｆ（ｘ）＝ ∂ｆ（ｘ），这里∂ｆ（ｘ）指一般

凸分析意义上的凸函数的次梯度．



２　 主要结论

对于给定的 λ≥０∈Ｒｍ，令
φλ（ｘ）： ＝ ｆ（ｘ） ＋ λＴ（Ｂｘ ＋ ｃ） ＝

ｂＴｘ３ ＋ １
２
ｘＴＡｘ ＋ （ａ ＋ ＢＴλ） Ｔｘ ＋ λＴｃ

先考虑如下问题：

（ＣＫＰ） λ 　
ｍｉｎ φλ（ｘ）

ｓ．ｔ．ｘ∈ Ｕ ＝ ｛ － １，１｝ ｎ

　 　 命题 １　 ｘ∈Ｓ，如果存在 λ≥０，λＴ（ＢＴｘ＋ｃ） ＝ ０，且 ｘ 是问题（ＣＫＰ） λ 的全局极小点，那么 ｘ 也是问题

（ＣＫＰ）的全局极小点．

证明　 假设存在 λ≥０∈Ｒｍ，使得 λＴ（ＢＴｘ＋ｃ）＝ ０，且 ｘ 是问题（ＣＫＰ） λ 的全局极小点，则

ｆ（ｘ） ≥ φλ（ｘ） ≥ φλ（ｘ） ≥ ｆ（ｘ），∀ｘ∈ Ｓ

因此，ｘ 是问题（ＣＫＰ）的全局极小点．
令 Ｌ 为一些特殊的三次函数作成的集合：

Ｌ ＝ ｂＴｘ３ ＋ １
２
ｘＴＱｘ ＋ βＴｘ Ｑ ＝ ｄｉａｇ（ｑ１，…，ｑｎ），ｑｉ ∈ Ｒ，β∈ Ｒｎ}{

　 　 命题 ２　 设 φλ（ｘ）＝ ｂＴｘ３＋
１
２
ｘＴＡｘ＋（ａ＋ＢＴλ） Ｔｘ＋λＴｃ，ｘ＝（ｘ１，…，ｘｎ） Ｔ∈Ｒｎ，λ≥０∈Ｒｍ，则

∂Ｌφλ（ｘ） ＝ ｂＴｘ３ ＋ １
２
ｘＴＱｘ ＋ βＴｘ

Ａ － Ｑ ≥ ０，Ｑ ＝ ｄｉａｇ（ｑ１，…，ｑｎ）

β ＝ （Α － Ｑ）ｘ ＋ （ａ ＋ ΒＴλ），ｑｉ ∈ Ｒ{ }
　 　 证明　 由次微分的定义知 ｌ∈∂Ｌφλ（ｘ），当且仅当

φλ（ｘ） ≥ φλ（ｘ） ＋ ｌ（ｘ） － ｌ（ｘ），∀ｘ∈ Ｒｎ （１）

令 ｌ（ｘ）＝ ｂＴｘ＋ １
２
ｘＴＱｘ＋βＴｘ，φ（ｘ）＝ φλ（ｘ）－ｌ（ｘ），其中 Ｑ＝ｄｉａｇ（ｑ１，…，ｑｎ），ｑｉ∈Ｒ，β∈Ｒｎ，则

φ（ｘ） ＝ １
２
ｘＴ（Α － Ｑ）ｘ ＋ （ａ ＋ ΒＴλ － β） Ｔｘ ＋ λＴｃ

　 　 由式（１）知 ｌ∈∂Ｌφλ（ｘ）当且仅当对任意的 ｘ∈Ｒｎ，φ（ｘ）≥φ（ｘ），即 φ（ｘ）有下界且在 ｘ 处达到极小值，其

等价于 Α－Ｑ≥０，即 φ（ｘ）是 Ｒｎ 上的凸函数，而且▽φ（ｘ）＝ ０，则（Α－Ｑ）ｘ＋（ａ＋ΒＴλ－β）＝ ０．因此

β ＝ （Α － Ｑ）ｘ ＋ （ａ ＋ ΒＴλ）
证毕．

对于问题（ＣＫＰ），定义 Ｘ＝ｄｉａｇ（ｘ１，…，ｘｎ） ．

定理 １　 对于问题（ＣＫＰ），ｘ∈Ｓ，如果存在 λ≥０∈Ｒｍ 且 λＴ（ＢＴｘ＋ｃ）＝ ０，假设存在 Ｑ ＝ ｄｉａｇ（ｑ１，…，ｑｎ），

使得 Α－Ｑ≥０，且对任意的 ｘ∈Ｓ，ｂｉ（ｘｉ－ｘｉ）≥０（ ｉ＝ １，…，ｎ） ．若

ｘ（ａ ＋ ＢＴλ ＋ Αｘ） ≤ Ｑ （２）

则 ｘ 为问题（ＣＫＰ）的全局极小点．

证明　 令 ｌ（ｘ） ＝ ｂＴｘ＋ １
２
ｘＴＱｘ＋βＴｘ，β ＝ （Α－Ｑ） ｘ＋（ａ＋ΒＴλ），由 Ｌ⁃次微分的定义， ｌ（ ｘ）∈∂Ｌφλ（ ｘ）可得

７１第 ９期 周　 莉，等：带有混合约束的特殊三次规划问题的全局最优性充分条件



φλ（ｘ）－φλ（ｘ）≥ｌ（ｘ）－（ｘ），∀ｘ∈Ｒｎ ．显然当 ｌ（ｘ）－ｌ（ｘ）≥０，∀ｘ∈Ｓ 时，ｘ 为问题（ＣＫＰ） λ 的全局极小点．再根

据命题 １，则 ｘ 为问题（ＣＫＰ）的全局极小点．而 ｌ（ｘ）－ｌ（ｘ）≥０当且仅当
ｑｉ

２
（ｘｉ－ｘｉ） ２＋（Αｘ＋ΒＴλ＋ａ） ｉ（ｘｉ－ｘｉ）＋ｂｉ

（ｘ３ｉ －ｘ３ｉ ）≥０，ｉ＝ １，…，ｎ．当式（２）成立时，有

ｘｉ（Αｘ ＋ ΒＴλ ＋ ａ） ｉ － ｑｉ ≤ ０，ｉ ＝ １，…，ｎ （３）
　 　 分两种情况讨论：

１） 若 ｘｉ ＝ －１，式（３）变为（Αｘ＋ΒＴλ＋ａ） ｉ＋ｑｉ≥０，显然，对于任意的 ｘｉ∈｛－１，１｝，当 ｂｉ（ｘｉ－ｘｉ）≥０，有
ｑｉ

２
（ｘｉ － ｘｉ） ２ ＋ （Αｘ ＋ ΒＴλ ＋ ａ） ｉ（ｘｉ － ｘｉ） ＋ ｂｉ（ｘ３ｉ － ｘ３ｉ ） ＝

ｑｉ

２
（ｘｉ ＋ １） ＋ （Αｘ ＋ ΒＴλ ＋ ａ） ｉ{ } （ｘｉ ＋ １） ＋ ｂｉ（ｘ３ｉ ＋ １） ≥ ０

　 　 ２） 若 ｘｉ ＝ １，式（３）变为（Αｘ＋ΒＴλ＋ａ） ｉ－ｑｉ≤０，则对于任意的 ｘｉ∈｛－１，１｝，当 ｂｉ（ｘｉ－ｘｉ）≥０，有
ｑｉ

２
（ｘｉ － ｘｉ） ２ ＋ （Αｘ ＋ ΒＴλ ＋ ａ） ｉ（ｘｉ － ｘｉ） ＋ ｂｉ（ｘ３ｉ － ｘ３ｉ ） ＝

ｑｉ

２
（１ － ｘｉ） ２ － （Αｘ ＋ ΒＴλ ＋ ａ） ｉ（１ － ｘｉ） － ｂｉ（１ － ｘ３ｉ ） ≥ ０

　 　 综上可得，当式（２）成立时，有 ｌ（ｘ）－ｌ（ｘ）≥０，因此 ｘ 是问题（ＣＫＰ）的一个全局极小值点．证毕．

推论 １　 当 Α＝ｄｉａｇ（ ｒ１，…，ｒｎ）时，对于问题（ＣＫＰ），设 ｘ∈Ｓ，若如果存在 λ∈Ｒｍ，对任意的 ｘ∈Ｓ，有
λ≥ ０，λＴ（Ｂｘ ＋ ｃ） ＝ ０

ｂｉ（ｘｉ － ｘｉ） ≥ ０

ｘｉ（ａｉ ＋􀰐
ｍ

ｊ ＝ １
ｂｉｊλ ｊ ＋ ｒｉｘｉ） ≤ ｒｉ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ｉ＝ １，…，ｎ，则 ｘ 是问题（ＣＫＰ）的一个全局极小值点．

证明　 直接取 Ｑ＝Α＝ｄｉａｇ（ ｒ１，…，ｒｎ），再根据定理 １，即可说明 ｘ 为问题（ＣＫＰ）的全局极小点．
例 １

ｍｉｎ ｆ（ｘ） ＝ ２ｘ３１ ＋
１
２
ｘ３２ －

１
２
ｘ２１ ＋ ２ｘ１ｘ２ ＋ ｘ１ｘ４ －

１
２
ｘ２２ ＋ ｘ２ｘ３ ＋ ３ｘ２３ －

ｘ３ｘ４ － ｘ２４ ＋ ２ｘ１ ＋ ４ｘ２ － ｘ３ － ｘ４
ｓ．ｔ．　 ｘ１ ＋ ２ｘ２ － ２ｘ３ － ｘ４ ＋ ６ ≤ ０

ｘ∈ ｛ － １，１｝ ４

　 　 令 Α＝

－１ ２ ０ １
２ －１ １ ０
０ １ ６ ０
１ ０ －１ －２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，ａ ＝

２
４
－１
－１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，ｂ ＝

２
１ ／ ２
０
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，Β＝ （１ ２ －２ －１），ｃ ＝ －１．令 ｘ ＝ （ －１，－１，１，１） Ｔ，

ΒＴｘ＋ｃ＝ ０，取 λ ＝ １≥０，则 λＴ（ＢＴｘ＋ｃ） ＝ ０，则 Α ｘ＋ΒＴλ＋ａ ＝ （３，６，１，－６） Ｔ，取 ｑｉ ＝ ｘｉ（Αｘ＋ΒＴλ＋ａ） ｉ，则 Ｑ ＝

ｄｉａｇ（－３，－６，１，－６），且满足 Α－Ｑ≥０，对于任意的 ｘ∈Ｓ，ｂｉ（ｘｉ－ｘｉ）≥０，且有 Ｘ（ａ＋ＢＴλ＋Αｘ）≤Ｑ，则 ｘ 为问题

的全局极小点．
例 ２

ｍｉｎ ｆ（ｘ） ＝ １
３
ｘ３１ － ｘ３２ ＋ ２ｘ３３ －

１
２
ｘ２１ － ｘ２２ ＋

３
２
ｘ２３ ＋ ｘ１ － ｘ２ － ２ｘ３
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ｓ．ｔ．　 ３ｘ１ － ｘ２ － ｘ３ ＋ ５ ≤ ０

ｘ∈ － １，１{ } ３

令 Α＝ｄｉａｇ（ ｒ１，…，ｒｎ）＝ ｄｉａｇ（－１，－２，－３），ａ ＝ （１，－１，２） Ｔ，ｃ ＝ ５，，ｂ ＝ （
１
３
，－１，２） Ｔ，Β＝ （３ －１ －１），ｃ ＝ ５．令

ｘ＝（－１，１，－１） Ｔ，ΒＴｘ＋ｃ＝ ０，取 λ＝ ２，则 λＴ（ＢＴｘ＋ｃ）＝ ０．对于任意的 ｘ∈Ｓ，有 ｂｉ（ｘｉ－ｘｉ）≥０，ｉ＝ １，…，ｎ．且

ｘ１（ａ１ ＋ ｂ１１λ ＋ ｒ１ｘ１） ＝ － ８ ≤ ｒ１ ＝ － １

ｘ２（ａ２ ＋ ｂ２１λ ＋ ｒ２ｘ２） ＝ － ５ ≤ ｒ２ ＝ － ２

ｘ３（ａ３ ＋ ｂ３１λ ＋ ｒ３ｘ３） ＝ － ３ ≤ ｒ３ ＝ － ３

因此，ｘ 是全局极小点．
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