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　 　 摘　 要：考虑了部分线性回归模型中回归参数向量估计的问题，提出了具有更好性质的压缩差分估计，
并且将 ＳＣＡＤ惩罚函数运用到模型中得到 ＳＣＡＤ 估计，然后通过 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟了压缩差分估计和 ＳＣＡＤ
估计的相关结果，并对它们之间的优劣进行了比较．
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１　 模型简介

考虑半参数回归模型：
Ｙｉ ＝ ＸＴｉ ＝ β ＋ ｆ（Ｔｉ） ＋ εｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ （１）

其中 Ｙｉ 是响应变量，受到（Ｘ ｉ，Ｔｉ）的影响，Ｘ ｉ ＝ （Ｘ ｉ１，…，Ｘ ｉｐ
Ｔ）是 ｐ 维随机变量向量，Ｔｉ 是一个随机变量，β＝

（β１，β２，…，βｐ ） Ｔ 是未知的 ｐ 维参数变量向量， ｆ （·）是一个未知的平滑函数， εｉ 是随机误差，且有

Ｅ［εｉ Ｘ ｉ，Ｔｉ］ ＝ ０，Ｖａｒ［εｉ Ｘ ｉ，Ｔｉ］ ＝σ２ ．
模型（１）是由 Ｅｎｇｌｅ等提出的，主要是为了研究气候对电力需求的影响．半参数模型中参数部分带宽的

选择不是一件容易的事，运用差分估计的方法是由 Ｈａｌｌ 等（１９９０） ［１］提出来的．压缩估计最初是由 Ｃ．Ｓｔｅｉｎ［２］

在 １９５６年提出的．关于压缩估计的方法有很多，其中 ＬＡＡＳＯ，ＳＣＡＤ等是压缩估计中标志性的方法．虽然基于

差分的估计和压缩估计得到了很大的发展，但是此文是第一个在部分回归模型中运用差分来提高压缩估计

值的性质，并且和 ＳＣＡＤ惩罚估计进行比较．

２　 符号及假设

为了更好地介绍差分估计，列举了一些必要的符号以及假设，如下：
设 ｈ（ ｔ）＝ Ｅ（Ｘ ｉ Ｔｉ ＝ ｔ），ｓ（ ｔ）＝ Ｅ（ＸＴｉ Ｘ ｉ Ｔｉ ＝ ｔ），Λα（Ｍ）是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 球，定义如下：对所有的｛０≤ｘ，ｙ≤１，

ｋ＝ ０，…，［ａ］－１｝，有
Λα（Ｍ） ＝ ｛ｇ： ｇ（ｋ）（ｘ） ≤ Ｍ， ｇ［α］（ｘ） － ｇ［α］（ｙ） ≤ Ｍ ｘ － ｙ α－［α］，０ ≤ ｘ，ｙ≤ １，ｋ ＝ ０，…，［α］ － １｝

其中［α］是取整，ｇ［α］（ｘ）表示 ｇ（ｘ）的［α］次导．
假设 １　 εｉ 和（Ｘ ｉ，Ｔｉ）是相互独立的，对于，α＞０，γ＞０，有

ｆ（ ｔ） ∈ Λα（Ｍｆ）ｈ（ ｔ） ∈ Λγ（Ｍｈ）



　 　 假设 ２　 ｍ→∞，ｍ ／ ｎ→０，同时有􀰐
ｍ

ｋ ＝ １
ｃ２ｋ ＝ Ｏ（ｍ －１） 成立，其中 ＣＫ ＝ 􀰐

ｍ＋１－ｋ

ｉ ＝ １
ｄｉｄｉ ＋ｋ ．

假设 ３　 Ｔｉ 的边际密度函数是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的，并且不为 ０．
设 Ｔ（１）≤Ｔ（２）≤…≤Ｔ（ｎ）是 Ｔ ｉ 的顺序统计量，（Ｘ（１） ，Ｙ（１） ），…，（Ｘ（ｎ） ，Ｙ（ｎ） ）是（Ｘ（ ｉ） ，Ｙ（ ｉ） ）所对应的值，

注意（Ｘ（ ｉ） ，Ｙ（ ｉ） ）不是顺序统计量，但是（Ｘ（ ｉ） ，Ｙ（ ｉ） ）与 Ｔ ｉ 是一致的，那么模型（１）这可以重新写成如下的

形式：
Ｙ（ ｉ） ＝ ＸＴ（ ｉ）β ＋ ｆ（Ｔ（ ｉ）） ＋ ε（ ｉ），ｉ ＝ １，２，…，ｎ （２）

　 　 设向量 ｄ＝（ｄ１，…，ｄｍ＋１） Ｔ，ｍ 是差分的阶数，ｄ１，…，ｄｍ＋１满足如下的条件：

􀰐
ｍ＋１

Ｊ ＝ １
ｄ ｊ ＝ ０，􀰐

ｍ＋１

ｊ ＝ １
ｄ２ｊ ＝ １ （３）

　 　 定义如下（ｎ－ｍ）×ｎ 维的差分矩阵：

Ｄ ＝

ｄ０ ｄ１ … ｄｍ ０ ０ … ０

０ ｄ０ ｄ１ ︙ ｄｍ ０ … ０

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ … ０ ｄ０ ｄ１ … ｄｍ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

矩阵内的元素满足式（３） ．把这个差分序列运用到式（２）中，得到

􀰐
ｍ＋１

ｒ ＝ １
ｄｒＹ（ ｉ ＋ｒ－１） ＝􀰐

ｍ＋１

ｒ ＝ １
ｄｒＸＴ（ ｉ ＋ｒ－１）β ＋􀰐

ｍ＋１

ｒ ＝ １
ｄｒ ｆ（Ｔ（ ｉ ＋ｒ－１）） ＋􀰐

ｍ＋１

ｒ ＝ １
ｄｒε（ ｉ ＋ｒ－１）

ｉ ＝ １，２，…，ｎ － ｍ （４）

通过假设 ２和假设 ３，得到􀰐
ｍ＋１

ｒ＝１
ｄｒ ｆ（Ｔ（ ｉ＋ｒ－１））＝ ｏｐ（１），从而式（４）可以表示为

􀰐
ｍ＋１

ｒ ＝ １
ｄｒＹ（ ｉ ＋ｒ－１） ≈􀰐

ｍ＋１

ｒ ＝ １
ｄｒＸＴ（ ｉ ＋ｒ－１）β ＋􀰐

ｍ＋１

ｒ ＝ １
ｄｒε（ ｉ ＋ｒ－１）

ｉ ＝ １，２，…，ｎ － ｍ （５）

设 Ｙ
～

ｉ ＝􀰐
ｍ＋１

ｒ ＝ １
ｄｒＹ（ ｉ ＋ｒ－１）， Ｘ

～
ｉ ＝􀰐

ｍ＋１

ｒ ＝ １
ｄｒＸ（ ｉ ＋ｒ－１）， ε

～
ｉ ＝􀰐

ｍ＋１

ｒ ＝ １
ｄｒε （ ｉ ＋ｒ－１） ，那么式（５）就可以表示成如下的形式：

Ｙ
～

ｉ ≈ Ｘ
～ Ｔ

ｉ β ＋ ε
～

ｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ － ｍ （６）
由于式（６）类似于线性模型，所以式（６）的估计值可以表示为

β
～

＝ （ Ｘ
～ Ｔ Ｘ

～
） －１ Ｘ

～ Ｔ Ｙ
～ Ｔ

ｉ （７）

其中 Ｘ
～
＝（ Ｘ
～
１，Ｘ
～
２，…，Ｘ

～
ｎ－ｍ），Ｙ

～
＝（ Ｙ
～
１，Ｙ
～
２，…，Ｙ

～
ｎ－ｍ） ．

３　 差分压缩估计的构造

对于差分估计 β
～
，Ｗａｎｇ等（２０１１） ［３］证明了在假设 １－３ 成立，且有 α＋γ＞１ ／ ２，ｓ（ ｔ） ＞０ 时， β

～
具有渐进正

态性，也就是说

ｎ （ β
～

－ β） → Ｎ（０，σ２􀰐 －１
） （８）

其中，􀰐
＾

ｎ
＝ １

ｎ
ＸＤτＸＤ →

ａ．ｓ．

􀰐 ＝ Ｅ｛（Ｘ ｉ － Ｅ（Ｘ ｉ ｜ Ｔｉ））（Ｘ ｉ － Ｅ（Ｘ ｉ ｜ Ｔｉ）） Ｔ｝，且􀰐 是可逆的 ．

假设有 β 的先验信息，使得 Ｒβ＝ ｒ 成立，其中 Ｒ 是 ｑ×ｐ 的矩阵，其秩为 ｑ，ｒ 是 ｑ×１的向量，ｑ≤ｐ．设 β
＾
是 β
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的约束差分估计，当 Ｒβ＝ ｒ 成立时，β
＾
可以写成如下的形式：

β
＾
＝ β

～
－ （􀰐

＾
ｎ
） －１ＲＴ［Ｒ（􀰐

＾
ｎ
） －１ＲＴ］ －１（Ｒ β

～
－ ｒ） （９）

设原假设 Ｈ０︰Ｒβ＝ ｒ（备择假设：Ｈ１︰Ｒβ≠ｒ），提出如下的检验统计量：

Ｌｎ ＝ ｎ

σ^２
（Ｒ β

～
－ ｒ） Ｔ（Ｒ（􀰐

＾
ｎ
） －１ＲＴ） －１（Ｒ β

～
－ ｒ） （１０）

其中 σ^ ２ ＝ １
ｎ － ｍ􀰐

ｎ－ｍ

ｉ ＝ １
（ Ｙ
～

－ Ｘ
～ Ｔ

ｉ β
～
） ２，并且在原假设 Ｈ０ 成立的情况下有 Ｌｎ≡ｘ２ｑ ．通过参考 Ａｈｍｅｄ（２０１２） ［４］和

Ｓａｌｅｈ（２００６） ［５］这两篇文章，定义压缩差分估计（ＳＤＥ）如下：

β

(

＝ β
～

－ （ｑ － ２）（ β
～

－ β
＾
）Ｌ －１

ｎ ，ｑ≥ ３ （１１）
上述估计值是由无约束估计和约束差分估计的权重组成的，这个权重是原假设 Ｈ０ 中的检验统计量的函数．

但是该估计值存在一些问题，当 Ｌｎ≤ｑ－２，β

(

可能会使得 β
～

朝着 β
＾
，从而被过分地压缩，使得 β

～
的符号出现一

些问题．为了克服这个过度压缩的可能性，正压缩差分估计可以表示如下：

β

(

＋ ＝ β
＾
－ ［１ － （ｑ － ２）Ｌ －１

ｎ ］ Ｉ（Ｌｎ ＞ ｑ － ２）（ β
～

－ β
＾
），ｑ≥ ３ （１２）

其中 Ｉ 是集合的示性函数．这个正准则的估计可以有效地控制 β

(

过度压缩的情况．

４　 ＬＡＳＳＯ思想在模型（６）中的运用

给定惩罚函数 ｐλ（ ．）和正则化参数 λ，那么模型（６）运用变量选择方法对参数求解的过程可以表示

如下：

φ（β） ＝ １
２
（ Ｙ
～

－ Ｘ
～
β） Ｔ（ Ｙ

～
－ Ｘ

～
β） ＋ ｎｐλ（ β ）

　 　 ＬＡＳＳＯ估计值可以表示为如下：

β
＾ ｌａｓｓｏ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ

β

１
２􀰐

ｎ－ｍ

ｉ ＝ １
（ Ｙ
～

ｉ －􀰐
ｐ

ｊ ＝ １
Ｘ
～ Ｔ

ｊ β ｊ） ２ ＋ ｎλ􀰐
ｐ

ｊ ＝ １
β ｊ{ } （１３）

　 　 ＬＡＳＳＯ估计没有哲人性质，于是考虑 ＳＣＡＤ 估计．ＳＣＡＤ 估计是在 ＬＡＳＳＯ 估计的基础上发展的．具体可

以参考文献 Ｆａｎ和 Ｌｉ［６］ ．将 ＳＣＡＤ的惩罚函数运用到模型（６）中，可以得到 ＳＣＡＤ估计如下：

β
＾ ＳＣＡＤ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ

β

１
２􀰐

ｎ－ｍ

ｉ ＝ １
（ Ｙ
～

ｉ －􀰐
ｐ

ｊ ＝ １
Ｘ
～ Ｔ

ｊ β ｊ） ２ ＋ ｎ􀰐
ｐ

ｊ ＝ １
ｐλ（ β ｊ ）{ } （１４）

其中 ｐλ（ ．）是 ＳＣＡＤ的惩罚函数，ａ 和 λ 是参数．

ｐλ（ β ） ＝

λ β ， β ≤ λ
（ａ２ － １）λ２ － （ β － ａλ） ２

２（ａ － １）
，λ ＜ β ≤ ａλ

（ａ ＋ １）λ２

２
， β ＞ ａλ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１５）

Ｆａｎ和 Ｌｉ证明了在各种情况下，当 ａ≡３．７时，估计值有较好的性质，在第 ５部分的模拟中，也选择 ａ≡３．７，与
此同时，运用 ＧＣＶ准则来选择正则化参数参数 λ．
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５　 模　 拟

在这一部分，将通过 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ模拟来比较压缩估计和 ＳＣＡＤ 惩罚函数估计．数据都是从式（１４）线性

回归模型中得到的．
Ｙｉ ＝ Ｘ ｉ１β１ ＋ Ｘ ｉ２β２ ＋ … ＋ Ｘ ｉｐβｐ ＋ ｆ（Ｔｉ） ＋ εｉ （１６）

其中 Ｔｉ ～ ｉ． ｉ． ｄ． Ｕ （ ０，１），Ｘ ｉｊ ～ ｉ． ｉ． ｄ． Ｎ （ ０， １）， ｊ ＝ １，２，…， ｐ， εｉ ～ ｉ． ｉ． ｄ． Ｎ （ ０， １） ．对于非参数部分，选择

ｆ（Ｔｉ）＝ ｓｉｎ（３πＴｉ） ．
考虑在约束条件 Ｒβ＝ ０，Ｒ ＝ （０ｐ２×ｐ１，Ｉｐ２）下的压缩估计．那么假设检验的原假设为 Ｈ０：β ｊ ＝ ０，ｊ ＝ ｐ１＋１，ｐ１＋

２，…，ｐ１＋ｐ２，ｐ＝ ｐ１＋ｐ２ ．将回归系数分为两部分 β ＝ （β１，β２）＝ （β１，０），其中 β１ ＝ （０．５，１，１．５，２），并且设权重矩

阵 Ｗ＝ Ｉ．通过均方误差ＭＳＥ来衡量 β 的估计值的风险．在计算ＭＳＥ之后，会计算 β
＾
，β

(

，β

(

＋与 β
～

的相对有效性，
公式为

ＥＦＦ（β
＾∗） ＝ ＭＳＥ（ β

～
）

ＭＳＥ（β
＾∗）

（１７）

其中 β
＾∗是 β

＾
，β

(

，β

(

＋中的一个．
模拟过程中，考虑 δ＝ ０ 和 δ≠０ 两种情况．在 δ≠０ 的情况下，选择 δ ＝ ０，０．２，０．４，０．６，０．８，１．０，１．２，１．４，

１．６，ＳＣＡＤ的正则化参数 λ 通过 ＧＣＶ准则来选择．β
＾ ＳＣＡＤ的相对有效性可以通过数值结果来表示．为了求解这

些估计的相对有效性，考虑 ｎ＝ ３０，５０，１００，２００，ｐ１ ＝ ４，ｐ２ ＝ ３，５，７，９，１１．重复这样的模拟 ３ ０００次．
情况 １　 Ｈ０：Ｒβ＝ ０或者 δ＝ ０．

在不同的 ｎ 和 δ＝ ０下，给出 ＳＣＡＤ惩罚估计和压缩差分估计与 β
～

的相对有效性，且（ｐ１，ｐ２）＝ ｛（４，３），
（４，５），（４，７），（４，９），（４，１１）｝，具体的结果会在表 １中展示出来．

从表 １中可以得出一般情况下，所有的估计值都优于 β
～
，并且 β

＾
是最好的．当 ｐ２ 的维数增加，所有估计值

的相对有效性就会增加，这就意味着当 β 的维数越来越大时， β
～

的结果越来越差．当 ｎ 比较小的时候，压缩差

分估计的效果比 ＳＣＡＤ惩罚估计的效果好．比如，从表 １可以发现，当 ｎ ＝ ３０ 时，压缩估计的相对有效性高于

ＳＣＡＤ惩罚估计．但另一方面，当 ｎ 逐渐变大时，除了压缩差分估计，ＳＣＡＤ 估计的相对有效性是最大的．这可

能是由于 ＳＣＡＤ估计的哲人性质引起的．

表 １　 β
＾
，β

(

，β

(

＋，β
＾ ＳＣＡＤ与 β

～
的相对有效性（ｐ１ ＝ ４，δ＝ ０，ｍ＝ ３）

ｎ ｐ２ β
＾ β

(

β

(

＋
β
＾ ＳＣＡＤ

３０

３ ２．０４７ １．１９１ １．２７０ １．２２８

５ ２．９６５ １．６１３ １．７６１ １．５５０

７ ４．２３１ ２．１００ ２．３１１ ２．０６７

９ ５．９２１ ２．７７８ ２．９９８ ２．７０６

１１ ８．２０７ ３．４８８ ３．８０９ ３．５４８
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续表 １

ｎ ｐ２ β
＾ β

(

β

(

＋
β
＾ ＳＣＡＤ

５０

３ １．８９７ １．１９６ １．２４７ １．３１３
５ ２．６０６ １．５８０ １．７０１ １．６０６
７ ３．３６２ １．９６６ ２．１３７ １．９８７
９ ４．２１７ ２．３８１ ２．６１４ ２．４４６
１１ ５．１４８ ２．８１６ ３．０８９ ２．８６１

１００

３ １．８１９ １．１８１ １．２３９ １．４８４
５ ２．４２９ １．５０７ １．６３２ １．８０７
７ ２．９８０ １．８６５ ２．００１ ２．１１２
９ ３．６４３ ２．２２５ ２．４０７ ２．５２１
１１ ４．３０９ ２．５９２ ２．８１７ ２．８６２

２００

３ １．７５３ １．１２２ １．２２３ １．６３９
５ ２．２６５ １．５０１ １．６０１ ２．０４２
７ ２．８７１ １．８２２ １．９５６ ２．４６８
９ ３．４５４ ２．１８６ ２．３５１ ２．９６７
１１ ４．２９１ ２．５０８ ２．６９１ ３．３７８

情况 ２　 原假设Ｈ０：Ｒβ＝０不成立，或者 δ≠０．表 ２为 ｎ＝５０，ｍ＝３０时，ＳＣＡＤ惩罚估计和压缩差分别估计与

β 的相对有效性．从表 ２中，得结论：当 δ＝０或者在 δ 在 ０附近时，β
＾
的相对有效性是最好的．但随着 δ 越远离 ０，β

＾

的相对有效性越来越小，ＳＣＡＤ惩罚估计的相对有效性是最大的．在 ｐ２ 一定时，压缩估计的相对有效性随着 δ 的

增大而减小，ＳＣＡＤ惩罚估计的相对有效性有稍许的变动．当 δ 不变时，压缩估计的相对有效性和 ＳＣＡＤ惩罚估

计的有效性是 ｐ２ 的增函数．同时也发现 β

(

＋的相对有效性总是优于 β

(

的相对有效性．

表 ２　 β
＾
，β

(

，β

(

＋，β
＾ ＳＣＡＤ与 β

～
的相对有效性（ｎ＝ ５０，ｍ＝ ３）

ｐ２ δ β
＾ β

(

β

(

＋
β
＾ ＳＣＡＤ

３

０．０ １．８７０ １．１７６ １．２４９ １．２９７
０．２ １．８６０ １．１８６ １．２３７ １．３０５
０．４ １．７３２ １．１４６ １．２１５ １．２９１
０．６ １．５８４ １．１６２ １．１８９ １．３３０
０．８ １．３７７ １．１２６ １．１５４ １．３１２
１．０ １．１９０ １．０７９ １．１４５ １．３０４
１．２ １．０１８ １．０７８ １．０８６ １．３０６
１．４ ０．８８０ １．０５８ １．０６７ １．３０１
１．６ ０．７６５ １．０５５ １．０５８ １．２９５

７

０．０ ３．３３０ １．９６２ ２．１３６ １．９７７
０．２ ３．１７０ １．９４１ ２．０９７ １．９９８
０．４ ２．４４０ １．７８７ １．９０９ １．９７８
０．６ ２．２２５ １．６６４ １．７４１ １．９８１
０．８ １．８１３ １．５４２ １．５９４ ２．０３６
１．０ １．４２１ １．４１３ １．４４４ １．９６５
１．２ １．１２０ １．３３１ １．３４６ ２．０１０
１．４ ０．９０６ １．２６５ １．２７２ ２．０１９
１．６ ０．７４４ １．２０６ １．２０８ ２．００３
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续表 ２

ｐ２ δ β
＾ β

(

β

(

＋
β
＾ ＳＣＡＤ

１１

０．０ ５．１７３ ２．８３０ ３．０９３ ２．８７３
０．２ ４．７２４ ２．７１８ ２．９６０ ２．９３５
０．４ ３．８６０ ２．４６５ ２．６５１ ２．９０２
０．６ ２．９６２ ２．１８０ ２．２６３ ２．８９３
０．８ ２．２１５ １．９１２ １．９５６ ２．９１２
１．０ １．６８３ １．６９２ １．７１０ ２．９５８
１．２ １．２６５ １．５２５ １．５３４ ２．８８５
１．４ ０．９９５ １．４１５ １．４１８ ２．８９８
１．６ ０．７９１ １．３３５ １．３３５ ２．８９５

６　 结　 论

基于部分线性回归模型，提出了压缩差分估计，并将改进的压缩差分估计与 ＳＣＡＤ 惩罚估计进行了比

较，从第 ５ 部分的模拟中可以看到，压缩差分估计和 ＳＣＡＤ 惩罚估计都具有较好的性质．与传统的差分估计

相比，压缩差分估计具有明显的优越性，并且 ＳＣＡＤ 惩罚估计在样本量越大的时候体现出的优越性也越明

显．对于模型（１），如果选择差分技术，则可以有效避免带宽的选择．因此，对于部分线性回归模型，此处提出

的差分压缩估计是一个较为有用并且简单的方法．
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