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　 　 摘　 要：研究了两斑块间具有脉冲扩散和扩散时滞的对数增长单种群模型，利用脉冲微分方程比较原

理和离散动力系统频闪映射理论，得到了系统持久性和周期解的全局稳定性的充分条件．
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０　 引　 言

近年来，很多学者对种群的扩散现象进行了深入的研究［１⁃３］ ．扩散是自然界很普遍而且有规律的现象，比
如，鸟儿在冬季来临时会进行迁徙，但是它们并不在其他季节扩散．种群在扩散过程中会出现一些损失而且

扩散需要时间．
考虑具有脉冲扩散和扩散时滞的对数增长单种群模型：

ｄＮ１（ ｔ）
ｄｔ

＝ ｒ１Ｎ１（ ｔ）ｌｎ
ｋ１

Ｎ１（ ｔ）
ｄＮ２（ ｔ）
ｄｔ

＝ ｒ２Ｎ２（ ｔ）ｌｎ
ｋ２

Ｎ２（ ｔ）

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

，ｔ≠ ｎτ

ΔＮ１ ＝ ｄ２Ｎ２（ ｔ － τ０） － Ｄ１Ｎ１（ ｔ）
ΔＮ２ ＝ ｄ１Ｎ１（ ｔ － τ０） － Ｄ２Ｎ２（ ｔ）

} ，ｔ ＝ ｎτ

（１）

其中 Ｎｉ（ｔ）（ ｉ＝ １，２）表示 ｔ 时刻第 ｉ 个斑块的种群密度，ｒｉ（ ｉ＝ １，２）表示第 ｉ 个斑块的内禀增长率，Ｄｉ（ ｉ ＝ １，２）
表示种群 Ｎｉ 从第 ｉ 个斑块的移出率，ｄｉ 表示种群 Ｎｉ 迁移到第 ｉ 个斑块的迁入率，在这里假设 ０≤ｄｉ＜Ｄｉ＜１，也
就说明在斑块间的扩散过程中，种群存在损失，τ０ 表示种群在扩散过程中所用的时间．

１　 预备知识

考虑如下非线性脉冲系统：

ｘ̇（ ｔ） ＝ ｒｘ（ ｔ）ｌｎ ｋ
ｘ（ ｔ）
，ｔ≠ ｎτ

Δｘ（ ｔ） ＝ － ｐｘ（ ｔ），ｔ ＝ ｎτ

ì

î

í

ïï

ïï
（２）

其中 ｒ，ｋ 表示正数，０＜ｐ＜１．



引理 １［４］ 　 系统（２）存在唯一全局渐进稳定的正周期解．
引理 ２［５］ 　 令 Ｆ：Ｒｎ

＋→Ｒｎ
＋是连续映射并在 Ｒｎ

＋内具有一阶导数，假设 ＤＦ（０）存在并且 ｌｉｍ
ｘ→０＋

ＤＦ（ｘ）＝ ＤＦ（０） ．

另外假设：
（Ａ） 当 ｘ＞０时，ＤＦ（ｘ）＞０．
（Ｂ） 当 ０＜ｘ＜ｙ 时，ＤＦ（ｙ）＜ＤＦ（ｘ） ．
如果 Ｆ（０）＝ ０，令 λ＝ ρ（ＤＦ（０）） ．如果 λ≤１，那么对一切 ｘ≥０，Ｆｎ（ｘ）→０，ｎ→∞；如果 λ＞１，那么，或者对

一切 ｘ＞０，Ｆｎ（ｘ）→∞，ｎ→∞；或者 Ｆ 存在唯一非零不动 ｑ．对于后一种情况 ｑ＞０并且对一切 ｘ＞０，有 Ｆｎ（ｘ）→
ｑ，ｎ→∞ ．

如果 Ｆ（０）≠０，对一切 ｘ≥０，或者 Ｆｎ（ｘ）→∞，ｎ→∞；或者 Ｆ 存在唯一不动 ｑ．对于后一种情况 ｑ＞０，并且

对一切 ｘ＞０，有 Ｆｎ（ｘ）→ｑ，ｎ→∞ ．

接下来，令 ｘ＝
Ｎ１
ｋ１
，ｙ＝

Ｎ２
ｋ２
，ｋ＝

ｋ２
ｋ１
，则系统（１）变为

ｘ̇（ ｔ） ＝ ｒ１ｘ（ ｔ）ｌｎ
１

ｘ（ ｔ）

ｙ̇（ ｔ） ＝ ｒ２ｙ（ ｔ）ｌｎ
１

ｙ（ ｔ）

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

，ｔ≠ ｎτ

Δｘ ＝ ｄ２ｋＮｙ（ ｔ － τ０） － Ｄ１ｘ（ ｔ）

Δｙ ＝ ｄ１
１
ｋ
ｘ（ ｔ － τ０） － Ｄ２ｙ（ ｔ）

ü

þ

ý

ïï

ïï

，ｔ ＝ ｎτ

（３）

对系统（３）的前两个方程，在相邻脉冲点之间进行积分得

ｘ（ ｔ） ＝ ｘｎ
ｅ －ｒ１（ ｔ－ｎτ）

ｙ（ ｔ） ＝ ｙｎ
ｅ －ｒ２（ ｔ－ｎτ）{ ，ｎτ ＜ ｔ≤ （ｎ ＋ １）τ （４）

考虑系统（３）的后两个方程，得到如下的频闪映射：
ｘ（ ｔ） ＝ （１ － Ｄ１）ｘｎ

ｂ１ ＋ ｄ２ｋｙｎ
ｂ２ｅｒ２τ０

ｙ（ ｔ） ＝ （１ － Ｄ２）ｙｎ
ｂ２ ＋
ｄ１
ｋ
ｘｎ

ｂ１ｅｒ１τ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５）

其中 ０＜ｂ１ ＝ｅ
－ｒ１τ＜１，０＜ｂ２ ＝ｅ

－ｒ２τ＜１．系统（４）和系统（５）的动态行为决定了系统（１）的动态行为．

２　 持久性

定理 １　 系统（１）是持久性的．
证明　 首先证明系统（１）一致有上界．令（Ｎ１（ ｔ），Ｎ２（ ｔ））是系统（１）的任意解，初值 Ｎ（０） ＞０，Ｖ（ ｔ） ＝

Ｎ１（ ｔ）＋Ｎ２（ ｔ），λ０ ＝ｍｉｎ｛ ｒ１，ｒ２｝，当 ｔ≠ｎτ 时，有

Ｄ ＋ Ｖ（ ｔ） ＋ Ｖ（ ｔ） ＋ λ０Ｖ（ ｔ） ＝ ｒ１Ｎ１（ ｔ）ｌｎ
ｋ１ｅ

１
ｒ１

Ｎ１（ ｔ）
＋ ｒ２Ｎ２（ ｔ）ｌｎ

ｋ２ｅ
１
ｒ２

Ｎ２（ ｔ）
＋ λ０（Ｎ１（ ｔ） ＋ Ｎ２（ ｔ）） ≤

ｒ１Ｎ１（ ｔ）（ｋ１ｅ
１
ｒ１ － １） ＋ ｒ２Ｎ２（ ｔ）（ｋ２ｅ

１
ｒ２ － １） ＋ λ０（Ｎ１（ ｔ） ＋ Ｎ２（ ｔ）） ≤

ｒ１ｋ１ｅ
１
ｒ１ ＋ ｒ２ｋ２ｅ

１
ｒ２ ＝ Ｍ０

则 Ｖ（ ｔ）≤
Ｍ０
１＋λ０

＋［Ｖ（０）－
Ｍ０
１＋λ０

］ｅ－（１＋λ０） ｔ→
Ｍ０
１＋λ０

，ｔ→∞，所以 Ｖ（ ｔ）是一致有上界的，这里存在 Ｍ ＝
Ｍ０
１＋λ０

，使得当

ｔ 足够大时有 Ｎ１（ ｔ）≤Ｍ，Ｎ２（ ｔ）≤Ｍ．
最后证明系统（１）的所有解一致有下界．当 ｄｉ≥０（ ｉ＝ １，２），有
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Ｎ̇１（ ｔ） ＝ ｒ１Ｎ１（ ｔ）ｌｎ
ｋ１

Ｎ１（ ｔ）

Ｎ̇２（ ｔ） ＝ ｒ２Ｎ２（ ｔ）ｌｎ
ｋ２

Ｎ２（ ｔ）

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

，ｔ≠ ｎτ

ΔＮ１ ≥－ Ｄ１Ｎ１（ ｔ）
ΔＮ２ ≥－ Ｄ２Ｎ２（ ｔ）

} ，ｔ ＝ ｎτ

（６）

在这个系统（６）中 Ｎ１（ ｔ），Ｎ２（ ｔ）没有任何联系，可以将它们独立出来．

Ｎ̇１（ ｔ） ＝ ｒ１Ｎ１（ ｔ）ｌｎ
ｋ１

Ｎ１（ ｔ）
，ｔ≠ ｎτ

ΔＮ１ ≥－ Ｄ１Ｎ１（ ｔ），　 ｔ ＝ ｎτ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（７）

Ｎ̇２（ ｔ） ＝ ｒ２Ｎ２（ ｔ）ｌｎ
ｋ２

Ｎ２（ ｔ）
，ｔ≠ ｎτ

ΔＮ２ ≥－ Ｄ２Ｎ２（ ｔ），ｔ ＝ ｎτ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（８）

考虑系统（７）的脉冲比较系统：

ｕ̇１（ ｔ） ＝ ｒ１ｕ１（ ｔ）ｌｎ
ｋ１

ｕ１（ ｔ）
，ｔ≠ ｎτ

Δｕ１ ＝ － Ｄ１ｕ１（ ｔ），ｔ ＝ ｎτ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（９）

利用引理 １得到系统（９）存在一个全局渐进稳定的正周期解 ｕ∗１ （ ｔ），由脉冲微分方程的比较定理，对于充分

小的 ε＞０，存在一个 Ｔ１＞０，有
Ｎ１（ ｔ） ≥ ｕ∗１ （ ｔ） － ε≥ ｍｉｎ

ｔ∈［０，τ］
ｕ∗１ （ ｔ） － ε≜ ｍ１，ｔ ＞ Ｔ１ （１０）

同理可得，对于充分小的 ε＞０，存在一个 Ｔ２＞０，有
Ｎ２（ ｔ） ≥ ｕ∗２ （ ｔ） － ε≥ ｍｉｎ

ｔ∈［０，τ］
ｕ∗２ （ ｔ） － ε≜ ｍ２，ｔ ＞ Ｔ２ （１１）

　 　 定理 １的证明结束．

３　 正周期解的稳定性

首先证明系统（５）存在唯一的正不动点，即系统（１）存在唯一的正周期解．
定理 ２　 当（Ｈ１）：Ｄ１≥ｄ２ｋ 和（Ｈ２）：ｂ１＋ｂ２＋ｄ１ｄ２＜１成立时，系统（５）存在唯一的正不动点．
证明　 由系统（５），得到以下系统：

ｘ ＝ （１ － Ｄ１）ｘｂ１ ＋ ｄ２ｋｙｂ２ｅｒ２τ０

ｙ ＝ （１ － Ｄ２）ｙｂ２ ＋
ｄ１
ｋ
ｘｂ１ｅｒ１τ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１２）

由系统（１２）得到

ｘ － （１ － Ｄ１）ｘｂ１ ≥ ０，ｙ － （１ － Ｄ２）ｙｂ２ ≥ ０ （１３）

于是有 ｘ≥（１－Ｄ１）
１
１－ｂ１ ＝ ξ，ｙ≥（１－Ｄ２）

１
１－ｂ２ ＝η．

由系统（１２）可得

Ｇ（ｘ，ｙ） ＝ （１ － Ｄ２）ｙｂ２ － ｙ ＋
ｄ１
ｋ
ｘｂ１ｅｒ１τ０

ｙ ＝ ［ １
ｄ２ｋ
（ｘ － （１ － Ｄ１）ｘｂ１）］

１
ｂ２ｅ

ｒ１τ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１４）
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Ｇ（ξ，ｙ（ξ）） ＝
ｄ１
ｋ
ξｂ１ｅｒ１τ０ ＞ ０

Ｇ（１，ｙ（１）） ＝ （１ － Ｄ２）（
Ｄ１
ｄ２ｋ
）

１
ｅｒ２τ０ － （

Ｄ１
ｄ２ｋ
）

１
ｂ１ｅ

ｒ２τ０ ＋
ｄ１
ｋ

＜

（１ － Ｄ２）
Ｄ１
ｄ２ｋ

－ （
Ｄ１
ｄ２ｋ
）

１
ｂ１ｅ

ｒ２τ０ ＋
ｄ１
ｋ

＜
Ｄ１
ｄ２ｋ

－ （
Ｄ１
ｄ２ｋ
）

１
ｂ１ｅ

ｒ２τ０ ＜ ０

存在（ｘ∗，ｙ∗）满足 ξ＜ｘ∗＜１，０＝ ｙ（ξ）＜ｙ∗＜ｙ（１）＝ （
Ｄ１
ｄ２ｋ
）

１
ｂ１ｅ

ｒ２τ０，使得

Ｇ（ｘ∗，ｙ∗） ＝ ０，ｙ∗ ＝ ［ １
ｄ２ｋ
（ｘ∗ － （１ － Ｄ１）ｘ∗ ｂ１）］

１
ｂ２ｅ

ｒ１τ０

通过式（１４）可得

ｄＧ
ｄｘ

＝ （１ － Ｄ２）ｂ２ｙｂ２－１ ｄｙ
ｄｘ

－ ｄｙ
ｄｘ

＋
ｄ１
ｋ
ｂ１ｅｒ１τ０ｘｂ１ｅｒ１τ０－１

ｄｙ
ｄｘ

＝
１ － （１ － Ｄ１）ｂ１ｘｂ１－１

ｄ２ｋｂ２ｅｒ２τ０ｙｂ２ｅｒ２τ０－１

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

故

ｄＧ
ｄｘ

＝ １
ｄ２ｋｂ２ｅｒ２τ０ｙｂ２ｅｒ２τ０－１

｛［（１ － Ｄ２）ｂ２ｙｂ２－１ － １］（１ － （１ － Ｄ１）ｂ１ｘｂ１－１） ＋ ｄ１ｄ２ｂ１ｂ２ｅ（ ｒ１
＋ｒ２）τ０ｘｂ１ｅｒ１τ０－１ｙｂ２ｅｒ２τ０－１｝

φ（ｘ，ｙ） ＝ ［（１ － Ｄ２）ｂ２ｙｂ２－１ － １］（１ － （１ － Ｄ１）ｂ１ｘｂ１－１） ＋ ｄ１ｄ２ｂ１ｂ２ｅ（ ｒ１
＋ｒ２）τ０ｘｂ１ｅｒ１τ０－１ｙｂ２ｅｒ２τ０－１

则

ｄφ（ｘ）
ｄｘ

＝ （１ － Ｄ１）ｂ１（ｂ１ － １）ｘｂ１
－２［１ － （１ － Ｄ２）ｂ２ｙｂ２

－１］ ＋ （１ － Ｄ２）ｂ２（ｂ２ － １）ｙｂ２
－２ ｄｙ
ｄｘ
（１ － （１ － Ｄ１）ｂ１ｘｂ１

－１） ＋

ｄ１ｄ２ｂ１ｂ２ｅ（ ｒ１
＋ｒ２）τ０［（ｂ１ｅｒ１τ０ － １）ｘｂ１ｅｒ１τ０－１ｙｂ２ｅｒ２τ０－１ ＋ （ｂ２ｅｒ２τ０ － １）ｘｂ１ｅｒ１τ０－１ｙｂ２ｅｒ２τ０－１ ｄｙ

ｄｘ
］

通过式（１３）得到（１－Ｄ１）ｘｂ１≤１，（１－Ｄ２）ｙｂ２≤１，又因为 ０＜ｂ１ ＝ｅ
－ｒ１τ＜１，０＜ｂ２ ＝ ｅ

－ｒ２τ＜１，于是得到
ｄφ（ｘ）
ｄｘ
＜０，也就

是说 φ（ｘ）在［ξ，∞ ）上是一个减函数．
又因为 ｌｉｍ

ｘ→ξ＋
φ（ｘ）＝ ＋∞ ，有

φ（１） ＝ － １ ＋ （１ － Ｄ１）ｂ１ ＋ （１ － Ｄ２）ｂ２（
ｄ２ｋ
Ｄ１
）
１－ｂ２

ｂ２ｅ
ｒ２τ０ － （１ － Ｄ１）（１ － Ｄ２）（

ｄ２ｋ
Ｄ１
）
１－ｂ２

ｂ２ｅ
ｒ２τ０ ＋

ｄ１ｄ２ｂ１ｂ２ｅ（ ｒ１
＋ｒ２）τ０（

ｄ２ｋ
Ｄ１
）
１－ｂ２

ｂ２ｅ
ｒ２τ０ ＜ － １ ＋ ｂ１ ＋ ｂ２ ＋ ｄ１ｄ２ ＜ ０

于是存在唯一一个点 ξ１∈（ξ，１）满足 φ（ξ１）＝ ０．此外

φ（ｘ） ＞ ０，∀ｘ∈ （ξ，ξ１）；　 φ（ｘ） ＜ ０，∀ｘ∈ （ξ１， ＋ ∞）
于是有

ｄＧ（ｘ）
ｄｘ

＞ ０，∀ｘ∈ （ξ，ξ１）；　
ｄＧ（ｘ）
ｄｘ

＜ ０，∀ｘ∈ （ξ１， ＋ ∞）

又因为 Ｇ（ξ）＞０，所以当∀ｘ∈（ξ，ξ１）时，有 Ｇ（ｘ）＞０．由 Ｇ（ξ１）＞０，Ｇ（１） ＜０，可以得到存在唯一的 ｘ∗∈（ξ，１）
满足 Ｇ（ｘ∗，ｙ∗）＝ ０．定理 ２的证明结束．

接下来，将证明系统（５）的正不动点（ｘ∗，ｙ∗）是全局稳定的，也就是系统（１）的正周期解是全局渐进稳

定的．
定理 ３　 如果（Ｈ１）和（Ｈ２）成立，对于每一个（ｘ，ｙ）＞（０，０），都有 Ｆｎ（ｘ）→（ｘ∗，ｙ∗），ｎ→∞ ．
证明　 对充分小 ε１＞０，ε２＞０，作变量 ｘ＝ｕ＋ε１，ｙ＝ ｖ＋ε２，可以得到映射 Ｆ（ｕ，ｖ）＝ （ ｆ１（ｕ，ｖ），ｆ２（ｕ，ｖ）），即
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ｕ ＝ （１ － Ｄ１）（ｕ ＋ ε１） ｂ１ ＋ ｄ２ｋ（ｖ ＋ ε２） ｂ２ｅｒ２τ０ － ε１ ＝ ｆ１（ｕ，ｖ）

ｖ ＝ （１ － Ｄ２）（ｖ ＋ ε２） ｂ２ ＋
ｄ１
ｋ
（ｕ ＋ ε１） ｂ１ｅｒ１τ０ － ε２ ＝ ｆ２（ｕ，ｖ）

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１５）

　 　 接下来证明 Ｆ（ｕ，ｖ）满足引理 ２的假设条件．很明显，Ｆ（ｕ，ｖ）在 Ｒ２＋内连续而且可导，而且 Ｆ（０，０）≠０．
因为

ＤＦ（ｕ，ｖ） ＝
（１ － Ｄ１）ｂ１（ｕ ＋ ε１） ｂ１－１ ｄ２ｋｂ２ｅｒ２τ０（ｖ ＋ ε２） ｂ２ｅｒ２τ０－１

ｄ１
ｋ
ｂ１ｅｒ１τ０（ｕ ＋ ε１） ｂ１ｅｒ１τ０－１ （１ － Ｄ２）ｂ２（ｖ ＋ ε２） ｂ２－１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

ＤＦ（０，０） ＝
（１ － Ｄ１）ｂ１ε１ ｂ１

－１ ｄ２ｋｂ２ｅｒ２τ０ε２ ｂ２ｅ
ｒ２τ０－１

ｄ１
ｋ
ｂ１ｅｒ１τ０ε１ ｂ１ｅ

ｒ１τ０－１ （１ － Ｄ２）ｂ２ε２ ｂ２
－１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

所以 ｌｉｍ
（ｕ，ｖ）→（０＋，０＋）

Ｆ（ｕ，ｖ）＝ ＤＦ（０，０） ．显然，当（ｕ，ｖ） ＞０ 时，有 ＤＦ（ｕ，ｖ） ＞０；当（０，０） ＜（ｕ１，ｖ１） ＜（ｕ２，ｖ２）时，有

ＤＦ（ｕ１，ｖ１）＞ＤＦ（ｕ２，ｖ２），因此满足引理 ２的所有假设条件．那么对每一个 ｕ＞０，ｖ＞０，有 Ｆｎ（ｕ，ｖ）→（ｘ∗－ε１，ｙ∗－
ε２），ｎ→∞ ．相应于 ｘ－ｙ 坐标平面，这表明对任意的 ｘ＞ε１，ｙ＞ε２，系统（１２）的解趋于唯一的正不动点（ｘ∗，ｙ∗） ．

对于任意的初值（ｘ０，ｙ０）＞（０，０），有 ｘｎ＞ε１，ｙｎ＞ε２，ｎ→∞ ．因此，对于任意的 ｘ０＞０，ｙ０＞０，系统（５）的所有

解都趋于正不动点（ｘ∗，ｙ∗） ．
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