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油藏的数学模型；经过 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，解出多层复合油藏在相应的 Ｌａｐｌａｃｅ 空间中的精确解；经过分析，得到
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由于不同地质年代形成不同的沉积岩，很多油藏具有多层的特性［１］。 对于多层油藏已经有文献进行了

研究，文献［２］应用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换的方法研究了无窜流的多层油藏中压力动态分布，文献［３］考虑了井筒储集

和表皮效应的影响，计算了有拟稳态窜流的层状油藏的压力；近些年，对于多层油藏渗流模型解也做了一些

探究［４，５］，但在实际复杂的油田中，简单的多层油藏模型再不能真实反映井下的情况，需要建立复杂的多层

复合油藏渗流模型来进行试井分析，文献［６］对影响多层复合油藏渗流模型井底压力动态的因素已经进行

了研究。
现系统的对多层复合油藏渗流模型的解进行分析。 在考虑井筒储集、表皮效应的影响，以及在不同外

边界的条件下建立了多层复合油藏数学模型，经过 Ｌａｐｌａｃｅ 变换［７］，求解出多层复合油藏数学模型在不同外

边界条件下的表达式；通过构造多层复合油藏数学模型解在不同外边界条件下的相似核函数，进而得到解

的统一表达形式，即相似结构式。 这对于试井分析软件的编制提供了很大的便利，同时对油气藏渗流理论

的研究也是一大进步，并且进一步完善和发展了相似构造理论［８－１２］。

１　 多层复合油藏的数学模型

假设在 Ｎ 层复合油藏中满足达西平面径向流，各层等厚水平，流体为单相弱可压缩液体，且层与层之间

无窜流，井筒半径为 ｒｗ（第 ｊ 层的井半径为 ｒｗｊ，ｒｗ ＝
１
Ｎ

􀰐
Ｎ

ｊ＝１
ｒｗｊ）；内区边界半径为 αｒｗｊ（α＞１），外区边界半径为

Ｒ ｊ（Ｒ ｊ＞αｒｗｊ）；各层中初始压力为 ｐｏｊ（ ｊ＝ １，２，…，Ｎ）；井以定产量 ｑ（ｑ＝ １
Ｎ
􀰐
Ｎ

ｊ＝１
ｑ ｊ）生产；可以建立如下的渗流数学

模型。



渗流基本方程：

１
ｒ

∂
∂ｒ ｒ

∂Ｐ ｊ１

∂ｒ
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ç

ö

ø
÷ ＝ １
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ｒ

∂
∂ｒ ｒ

∂Ｐ ｊ２

∂ｒ
æ

è
ç

ö

ø
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，ｒ ＞ αｒｗｊ，ｔ ＞ ０
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ï
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（ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ） （１）

初始条件：
Ｐ ｊ１（ ｒ，０） ＝ ０

Ｐ ｊ２（ ｒ，０） ＝ ０{ 　 （ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ） （２）

内边界条件：

Ｐｗ（ ｔ） ＝ Ｐ ｊ１ － Ｓ ｊｒ
∂Ｐ ｊ１

∂ｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｒ ＝ ｒｗｊ

２π􀰐
Ｎ

ｊ ＝ １
ε ｊ１ ｒ

∂Ｐ ｊ１

∂ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒ ＝ ｒｗｊ

＝ － Ｂｑ － Ｃ
ｄＰｗ

ｄｔ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 （ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ） （３）

交界面条件：
Ｐ ｊ１（αｒｗｊ，ｔ） ＝ Ｐ ｊ２（αｒｗｊ，ｔ）

∂Ｐ ｊ１

∂ｒ ｒ ＝ αｒｗｊ
＝ １
λ ｊ１２

∂Ｐ ｊ２

∂ｒ ｒ ＝ αｒｗｊ

ì

î

í

ï
ï

ïï

　 （ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ） （４）

外边界条件外边界无穷大时：
Ｐ ｊ２（∞ ，ｔ） ＝ ０　 （ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ） （５）

外边界封闭时：
∂Ｐ ｊ２

∂ｒ ｒ ＝ Ｒ ｊ
＝ ０　 （ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ） （６）

外边界定压时：
Ｐ ｊ２（Ｒ ｊ，ｔ） ＝ ０　 （ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ） （７）

其中：Ｐ ｊｍ ＝ ｐｏｊ －ｐ ｊｍ；η ｊｍ ＝
ｋ ｊｍ

φｊｍμ ｊｍＣ ｔｊｍ
；λ ｊ１２ ＝

ｋ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｊ１

ｋ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｊ２

；ε ｊ１ ＝
ｋ ｊ１ｈ ｊ１

μ ｊ１
；（ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ） （ｍ ＝ １，２）；式中 ｍ ＝ １ 表示内区；

ｍ＝ ２表示外区。

２　 求解多层复合油藏数学模型的相似结构

对上述数学模型取关于 ｔ 的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，令：

Ｐ ｊｋ（ ｒ，ｚ） ＝ ∫∞
０
ｅ －ｚｔＰ ｊｋ（ ｒ，ｔ）ｄｔ，（ｋ ＝ １，２）

Ｐｗ（ ｚ） ＝ ∫∞
０
ｅ －ｚｔＰｗ（ ｔ）ｄｔ

则上述偏微分方程的定解问题式（１）－（７）转化成如下 Ｌａｐｌａｃｅ 空间中的常微分方程边值问题。
定解方程：
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１
ｒ

ｄ
ｄｒ ｒ

ｄＰ ｊ１

ｄｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｚ

η ｊ１
Ｐ ｊ１ ｒｗｊ ＜ ｒ ＜ αｒｗｊ，ｔ ＞ ０( )

１
ｒ

ｄ
ｄｒ ｒ

ｄＰ ｊ２

ｄｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｚ

η ｊ２
Ｐ ｊ２ ｒ ＞ αｒｗｊ，ｔ ＞ ０( )

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（８）

内边界条件：

Ｐｗ（ ｚ） ＝ Ｐ ｊ１ － Ｓ ｊｒ
ｄＰ ｊ１

ｄｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｒ ＝ ｒｗｊ

２π􀰐
Ｎ

ｊ ＝ １
ε ｊ１ ｒ

ｄＰ ｊ１

ｄｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒ ＝ ｒｗｊ

＝ － Ｂｑ
ｚ

－ ＣｚＰｗ
é

ë
êê

ù

û
úú

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（９）

衔接条件：

Ｐ ｊ１ αｒｗｊ，ｚ( ) ＝ Ｐ ｊ２ αｒｗｊ，ｚ( )

ｄＰ ｊ１

ｄｒ ｒ ＝ αｒｗｊ
＝ １
λ ｊ１２

ｄＰ ｊ２

ｄｒ ｒ ＝ αｒｗｊ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１０）

外边界条件

无穷大外边界时：

Ｐ ｊ２（∞ ，ｚ） ＝ ０ （１１）
外边界封闭：

ｄＰ ｊ２

ｄｒ ｒ ＝ Ｒ ｊ
＝ ０ （１２）

外边界定压：

Ｐ ｊ２（Ｒ ｊ，ｚ） ＝ ０ （１３）

经过变量替换后，定解方程式（８）转化为 ０ 阶变型的 Ｂｅｓｓｅｌ 方程。 它的通解［１３］可由下式给出：

Ｐ ｊ１ ＝ Ａ ｊ１Ｋ０ ｒ ｚ
η ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ ｊ１Ｉ０ ｒ ｚ

η ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１４）

Ｐ ｊ２ ＝ Ａ ｊ２Ｋ０ ｒ ｚ
η ｊ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ ｊ２Ｉ０ ｒ ｚ

η ｊ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１５）

其中：Ｉｈ（·）、Ｋｈ（·）分别为 ｈ 阶的第一类、第二类变型的 Ｂｅｓｓｅｌ 函数；常数 Ａ ｊ１、Ｂ ｊ１、Ａ ｊ２、Ｂ ｊ２由条件式（９） －
（１３）确定。

将式（１４）代入式（９）中，得：

Ｐｗ（ ｚ） ＝ Ｋ０ ｒｗｊ
ｚ
η ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｓ ｊｒｗｊ

ｚ
η ｊ１

Ｋ１ ｒｗｊ
ｚ
η ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ａ ｊ１ ＋ Ｉ０ ｒｗｊ

ｚ
η ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｓ ｊｒｗｊ

ｚ
η ｊ１

Ｉ１ ｒｗｊ
ｚ
η ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｂ ｊ１ （１６）

２π􀰐
Ｎ

ｊ ＝ １
ε ｊ１ ｒｗｊ － ｚ

η ｊ１
Ｋ１ ｒｗｊ

ｚ
η ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ Ａ ｊ１ ＋ ｒｗｊ

ｚ
η ｊ１

Ｉ１ ｒｗｊ
ｚ
η ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｂ ｊ１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ － Ｂｑ

ｚ
＋ ＣｚＰ （１７）

将式（１４）、（１５）代入式（１０）中，得：

Ｋ０ αｒｗｊ
ｚ
η ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ａ ｊ１ ＋ Ｉ０ αｒｗｊ

ｚ
η ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｂ ｊ１ － Ｋ０ αｒｗｊ

ｚ
η ｊ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ａ ｊ２ － Ｉ０ αｒｗｊ

ｚ
η ｊ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｂ ｊ２ ＝ ０ （１８）

１
η ｊ１

Ｋ１ αｒｗｊ
ｚ
η ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ａ ｊ１ － １

η ｊ１
Ｉ１ αｒｗｊ

ｚ
η ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｂ ｊ１ －
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１
λ ｊ１２

１
η ｊ２

Ｋ１ αｒｗｊ
ｚ
η ｊ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ａ ｊ２ ＋ １

λ ｊ１２

１
η ｊ２

Ｉ１ αｒｗｊ
ｚ
η ｊ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｂ ｊ２ ＝ ０ （１９）

当外边界无穷大时，由式（１１）、（１５）得：
Ｂ ｊ２ ＝ ０ （２０ａ）

当外边界封闭时，由式（１２）、（１５）得：

Ｋ１ Ｒ ｊ
ｚ
η ｊ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ａ ｊ２ － Ｉ１ Ｒ ｊ

ｚ
η ｊ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｂ ｊ２ ＝ ０ （２０ｂ）

当外边界定压时，由式（１３）、（１５）得：

Ｋ０ Ｒ ｊ
ｚ
η ｊ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ａ ｊ２ ＋ Ｉ０ Ｒ ｊ

ｚ
η ｊ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｂ ｊ２ ＝ ０ （２０ｃ）

令： ψｍ，ｎ（α，β，ｙ）＝ Ｋｍ（αｙ） Ｉｎ（βｙ）＋（－１）ｍ－ｎ＋１Ｉｍ（αｙ）Ｋｎ（βｙ）
定义相似核函数 ψ（ ｒ，ｚ）如下：

ψ（ ｒ，ｚ） ＝

１
λ ｊ１２

ψ０，０ ｒ，αｒｗｊ，
ｚ
η ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ψ∗（αｒｗｊ，ｚ）ψ０，１ ｒ，αｒｗｊ，

ｚ
η ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
λ ｊ１２

ψ１，０ ｒｗｊ，αｒｗｊ，
ｚ
η ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ψ∗（αｒｗｊ，ｚ）ψ１，１ ｒｗｊ，αｒｗｊ，

ｚ
η ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

　 　 其中，当外边界无穷大时：

ψ∗（ ｒ，ｚ） ＝
Ｋ０ ｒ ｚ

η ｊ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

η ｊ１

η ｊ２
Ｋ１ αｒｗｊ

ｚ
η ｊ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

　 　 当外边界封闭时：

ψ∗（ ｒ，ｚ） ＝
ψ０，１ ｒ，Ｒ ｊ，

ｚ
η ｊ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

η ｊ１

η ｊ２
ψ１，１ αｒｗｊ，Ｒ ｊ，

ｚ
η ｊ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

　 　 当外边界定压时：

ψ∗（ ｒ，ｚ） ＝
ψ０，０ ｒ，Ｒ ｊ，

ｚ
η ｊ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

η ｊ１

η ｊ２
ψ１，０ αｒｗｊ，Ｒ ｊ，

ｚ
η ｊ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

　 　 求解方程组式（１６）－（２０），可以得出系数 Ａ ｊ１、Ｂ ｊ１、Ａ ｊ２、Ｂ ｊ２的值，并且代入式（１４）、（１５）中，得到不同外边

界条件下的具有相似结构的储层内压力的 Ｌａｐｌａｃｅ 空间解的统一表达形式。
当 ｒｗｊ＜ｒ＜αｒｗｊ时，内区中的压力分布 Ｌａｐｌａｃｅ 空间解为

Ｐ ｊ１（ ｒ，ｚ） ＝ Ｂｑ
ｚ
· １

Ｃｚ ＋ ２π􀰐
Ｎ

ｊ ＝ １
ε ｊ１ｒｗｊ

ｚ
η ｊ１

１

Ｓ ｊｒｗｊ
ｚ
η ｊ１

＋ ψ ｒｗｊ，ｚ( )

· １

Ｓ ｊｒｗｊ
ｚ
η ｊ１

＋ ψ（ ｒｗｊ，ｚ）
·ψ ｒ，ｚ( ) （２１）

　 　 当 ｒ＞αｒｗｊ时，外区中压力分布的 Ｌａｐｌａｃｅ 空间解为
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Ｐ ｊ２（ ｒ，ｚ） ＝ Ｂｑ
ｚ
· １

Ｃｚ ＋ ２π􀰐
Ｎ

ｊ ＝ １
ε ｊ１ｒｗｊ

ｚ
η ｊ１

１

Ｓ ｊｒｗｊ
ｚ
η ｊ１

＋ ψ（ ｒｗｊ，ｚ）

· １

Ｓ ｊｒｗｊ
ｚ
η ｊ１

＋ ψ（ ｒｗｊ，ｚ）
·

ψ０，１ αｒｗｊ，αｒｗｊ，
ｚ
η ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
λ ｊ１２

ψ１，０ ｒｗｊ，αｒｗｊ，
ｚ
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　 　 将式（２１）代入式（９）中的第一式中，就可以得到井底压力的 Ｌａｐｌａｃｅ 空间解，而对于不同的外边界条件，
同样具有统一的表达形式：

Ｐｗ（ ｚ） ＝ Ｂｑ
ｚ
· １

Ｃｚ ＋ ２π􀰐
Ｎ

ｊ ＝ １
ε ｊ１ｒｗｊ

ｚ
η ｊ１

１

Ｓ ｊｒｗｊ
ｚ
η ｊ１

＋ ψ（ ｒｗｊ，ｚ）

特别地，当不考虑井筒储集时，则 Ｃ＝ ０；当不考虑表皮效应时，则 Ｓ ｊ ＝ ０。

３　 结论与认识

（１） 考虑井筒储集和表皮效应建立的多层复合油藏数学模型的解在不同的外边界条件下，内区和外区

中的压力分布的 Ｌａｐｌａｃｅ 空间解都具有统一的表达形式，在试井分析中体现了很大的优越性。
（２） 从所得到的多层复合油藏数学模型解的相似结构式中，很容易分析出井筒储集、表皮效应、不同的

外边界条件对储层压力和井底压力的影响，所以解的相似结构对于石油工作者在油气田开发时提供了极大

地帮助。
（３） 对于求出的压力分布的 Ｌａｐｌａｃｅ 空间解的相似结构式（２１）、（２２），可以发现当外边界条件发生变化

时，只需要改变相似核函数就可以得到多层复合油藏渗流模型的解，并且得到的解的相似结构与其通解的

功能相比，更具有实用性。
符号说明：

ｐｏｊ为各层中初始压力（ＭＰａ）；ｒｗ 为井半径（ｍ）；ｒｗｊ为第 ｊ 层储层井半径（ｍ）；ｐ ｊ 为第 ｊ 层储层在时刻 ｔ 时的压力（ＭＰａ）；Ｐｊ

为第 ｊ 层储层压力降（ＭＰａ）；Ｓｊ 为第 ｊ 层储层的表皮因子（无因次）；Ｃ 为井筒储集系数（ｍ３ ／ ＭＰａ）；Ｂ 为原油体积系数

（ｍ３ ／ ｍ３）；ｋ ｊ 为第 ｊ 层储层渗透率（μｍ２）；Ｃｔｊ为第 ｊ 层储层的综合压缩系数（１ ／ ＭＰａ）；φ ｊ 为第 ｊ 层储层孔隙度（％）；μ ｊ 为第 ｊ 层

储层流体粘度（ＭＰａ·ｓ）；ｈｊ 为第 ｊ 层储层厚度（ｍ）；ｑ ｊ 为第 ｊ 层储层油井产量（ｍ３ ／ ｄ）；ｑ 为油井产量（ｍ３ ／ ｄ）；Ｒｊ 为第 ｊ 层储层

外边界半径（ｍ）；Ｒ 为外边界半径（ｍ）；ｔ 为时间（ｈ）；Ｚ 为 Ｌａｐｌａｃｅ 空间变量．
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