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　 　 摘　 要：利用简单的组合逻辑电路分别在Ⅰ型和Ⅱ型最优正规基上设计出了新的并行乘法器，其中Ⅰ
型最优正规基并行乘法器所需异或门数为 ３ｎ－４，与门数为 ｎ，Ⅱ型最优正规基并行乘法器所需异或门数为

２ｎ－２，与门数为 ｎ；与 Ｓｕｎａｒ 和 Ｋｏｃ 于 ２００１ 年在Ⅱ型最优正规基上提出的并行正规基乘法器对照，此乘法器

大大减少了所需要的门数，从而有效地降低了硬件消耗的资源．
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有限域计算（即加法，减法，乘法和求逆等）被广泛用于编码理论，计算机代数学和密码学［１，２］ ．有限域计算

尤其乘法计算极大地影响着各种密码算法的加 ／解密速度，因此，设计性能优越的乘法器显得尤其重要．各种乘

法器的算法极大地依赖于有限域基的选择．有限域有多种基，如多项式基、正规基等．在这些基中，使用正规基对

算术操作的硬件执行是非常有效的．１９８６ 年，Ｏｍｕｒａ 和 Ｍａｓｓｅｙ 首次在文献［３］中提出正规基乘法器．
根据 Ｍｅｎｅｚｅｓ 在文献［１］中所列举的数据，在 ｎ∈ ２，２ ００１[ ] 范围内属于Ⅰ型最优正规基的 ｍ 有 １１７ 个，

属于Ⅱ型最优正规基的 ｍ 有 ３１９ 个．因此，研究最优正规基是非常有意义的．尽管 Ｍａｓｓｅｙ⁃Ｏｍｕｒａ 正规基乘法

器对Ⅰ型和Ⅱ型最优正规基都有效，但所需异或门数为 ２ｎ（ｎ－１）．基于 Ｍａｓｓｅｙ⁃Ｏｍｕｒａ 乘法器，２００１ 年，Ｓｕｎａｒ
和 Ｋｏｃ 在文献［４］中在Ⅱ型最优正规基上提出了一种并行正规基乘法器，其所需异或门数为 １．５ｎ（ｎ－１），与
门数为 ｎ２ ．文中利用简单的组合逻辑电路分别在Ⅰ型和Ⅱ型最优正规基上设计出新的并行乘法器，其中Ⅰ型

最优正规基并行乘法器所需异或门数为 ３ｎ－４，与门数为 ｎ，Ⅱ型最优正规基并行乘法器所需异或门数为 ２ｎ－
２，与门数为 ｎ．与 Ｓｕｎａｒ⁃Ｋｏｃ 正规基乘法器对照，此乘法器大大减少了所需要的门数，从而有效地降低了硬件

消耗的资源．

１　 相关引理和定理

引理 １［５］ 　 设 Ｎ＝ αｉ ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１{ }和 Ｂ＝ βｉ ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１{ } 为 Ｅ 在 Ｆ 上互为对偶的两组基，则对

任意 ｕ∈Ｅ，有

ｕ ＝ 
ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｔｒ βｉｕ( ) αｉ ＝ 

ｎ－１

ｊ ＝ ０
Ｔｒ α ｊｕ( ) β ｊ

　 　 引理 ２［６］ 　 设 Ｎ＝ αｑｉ ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１{ }为 Ｅ 在 Ｆ 上的一组Ⅰ型最优正规基，Ｔ＝ ｔｉ，ｊ( ) 为其乘法表。 则当

ｊ＝ ０，１，…，ｎ－１ 时，有
ｔ ｎ
２ ，ｊ ＝ － １



当 ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１，且 ｉ≠ ｎ
２
时，

ｔｉ，ｊ ＝
１，若 ｑ ｊ ≡ ｑｉ ＋ １（ｍｏｄ ｎ ＋ １）
０，其 　 他{

　 　 引理 ３［７］ 　 设 Ｎ＝｛αｑｉ ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１｝为 Ｅ 在 Ｆ 上的一组Ⅰ型最优正规基，则 Ｎ 的对偶基为

Ｂ ＝ βｉ ＝ － ｎ ＋ １( ) －１ ＋ ｎ ＋ １( ) －１α ｎ
２ ＋ｉ ｉ ＝ ０，１，…，ｎ － １{ }

　 　 定理 １［８］ 　 设 ｎ＋１ 是素数，ｑ 是模 ｎ＋１ 的一个原根，则 Ｆ 上 ｎ 个非单位元的 ｎ＋１ 次单位根是线性无关

的，且组成 Ｅ 在 Ｆ 上一组最优正规基，记为 Ｎ＝ αｑｉ ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１{ } ＝ α ｊ ｊ＝ １，２，…，ｎ{ } ，这里 α 是一个 ｎ＋１
次本原单位根，称 Ｎ 为 Ｅ 在 Ｆ 上的一组Ⅰ型最优正规基。

引理 ４［６］ 　 设 Ｎ＝ α２ｉ ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１{ }为 Ｆ２ｎ在 Ｆ２ 上的一组Ⅱ型最优正规基，Ｔ＝ ｔｉ，ｊ( ) 为其乘法表，则

ｔ０，ｊ ＝
１，若 ｊ ＝ １
０，其 　 他{

ｔｎ－１，ｊ ＝
１，若 ｊ ＝ ｎ － １ 或 ２ ｊ ＋１ ≡ ± ３（ｍｏｄ２ｎ ＋ １）
０，其 　 他{

而当 ｉ＝ １，２，…，ｎ－２ 时，有

ｔｉ，ｊ ＝
１，若 ２ ｊ ≡ ± （２ｉ ± １）（ｍｏｄ２ｎ ＋ １）
０，其 　 他{

　 　 引理 ５［９］ 　 设 Ｎ＝ α２ｉ ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１{ }为 Ｆ２ｎ在 Ｆ２ 上的一组Ⅱ型最优正规基，则 Ｎ 是自对偶正规基。

２　 算法设计

设 Ｘ，Ｙ∈Ｆ２ｎ，元素 Ｘ 和 Ｙ 分别用最优正规基 Ｎ 及其对偶基 Ｂ 表示为

Ｘ ＝ ｘ０α０ ＋ ｘ１α１ ＋ … ＋ ｘｎ－１αｎ－１

Ｙ ＝ ｙ０β０ ＋ ｙ１β１ ＋ … ＋ ｙｎ－１βｎ－１

设二者的乘积用对偶基表示为

ＸＹ ＝ （ｘｙ） ０β０ ＋ （ｘｙ） １β１ ＋ … ＋ （ｘｙ） ｎ－１βｎ－１

则由引理 １ 知∀ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１，
（ｘｙ） ｉ ＝ Ｔｒ ＸＹαｉ( ) ＝ Ｔｒ Ｙ ｘ０α０ ＋ ｘ１α１ ＋ … ＋ ｘｎ－１αｎ－１( ) αｉ( ) ＝

ｘ０Ｔｒ Ｙα０αｉ( ) ＋ ｘ１Ｔｒ Ｙα１αｉ( ) ＋ … ＋ ｘｎ－１Ｔｒ Ｙαｎ－１αｉ( ) ＝

ｘ０Ｔｒ Ｙ α０α －ｉ( ) ２ｉ( ) ＋ ｘ１Ｔｒ Ｙ α０α１－ｉ( ) ２ｉ( ) ＋ … ＋

ｘｎ－１Ｔｒ Ｙ α０αｎ－１－ｉ( ) ２ｉ( )

（其中足标均取模 ｎ 的最小非负剩余） ．

情形 １：若 Ｎ 为Ⅰ型最优正规基，则由引理 ２ 得∀ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１ 且 ｉ≠ ｎ
２
，有 α０αｉ ＝α ｊ，其中 ｊ ＝ ０，１，…，

ｎ－１且 ２ ｊ≡２ｉ＋１ ｍｏｄｎ＋１( ) ．以及 α０α ｎ
２
＝ 

ｎ－１

ｓ ＝ ０
α ｓ ，故

（ｘｙ） ０ ＝ ｘ０Ｔｒ Ｙα ｊ０
( ) ＋ … ＋ ｘ ｎ

２ －１Ｔｒ Ｙα ｊ ｎ
２ －１

( ) ＋ ｘ ｎ
２
Ｔｒ Ｙ

ｎ－１

ｓ ＝ ０
αｓ( ) ＋

ｘ ｎ
２ ＋１Ｔｒ Ｙα ｊ ｎ

２ ＋１
( ) ＋ … ＋ ｘｎ－１Ｔｒ Ｙα ｊｎ－１

( )

又由引理 １ 知：
（ｘｙ） ０ ＝ ｘ０ｙ ｊ０

＋ … ＋ ｘ ｎ
２ －１ｙ ｊ ｎ

２ －１
＋ ｘ ｎ

２
ｙ０ ＋ ｙ１ ＋ … ＋ ｙｎ－１( ) ＋

ｘ ｎ
２ ＋１ｙ ｊ ｎ

２ ＋１
＋ … ＋ ｘｎ－１ｙ ｊｎ－１

（１）

同理有：
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（ｘｙ） １ ＝ ｘ０ｙ ｊｎ－１＋１
＋ … ＋ ｘ ｎ

２
ｙ ｊ ｎ

２ －１＋１
＋ ｘ ｎ

２ ＋１ ｙ１ ＋ ｙ２ ＋ … ＋ ｙｎ－１ ＋ ｙ０( ) ＋

ｘ ｎ
２ ＋２ｙ ｊ ｎ

２ ＋１＋１
＋ … ＋ ｘｎ－１ｙ ｊｎ－２＋１

（ｘｙ） ２ ＝ ｘ０ｙ ｊｎ－２＋２
＋ … ＋ ｘ ｎ

２ ＋１ｙ ｊ ｎ
２ －１＋２

＋ ｘ ｎ
２ ＋２ ｙ２ ＋ … ＋ ｙｎ－１ ＋ ｙ０ ＋ ｙ１( ) ＋

ｘ ｎ
２ ＋３ｙ ｊ ｎ

２ ＋１＋２
＋ … ＋ ｘｎ－１ｙ ｊｎ－３＋２

　 　 　 　 　 　 ︙　 　 　 　 　 ︙
（ｘｙ） ｎ－１ ＝ ｘ０ｙ ｊ１＋ｎ－１

＋ … ＋ ｘ ｎ
２ －２ｙ ｊ ｎ

２ －１＋ｎ－１
＋ ｘ ｎ

２ －１ ｙｎ－１ ＋ ｙ０ ＋ … ＋ ｙｎ－２( ) ＋

ｘ ｎ
２
ｙ ｊ ｎ

２ ＋１＋ｎ－１
＋ … ＋ ｘｎ－１ｙ ｊ０＋ｎ－１

（２）

其中足标均取模 ｎ 的最小非负剩余．

进而，由引理 ３ 可知∀ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１，βｉ ＝ １＋α ｎ
２ ＋ｉ ．又由定理 １ 的证明可知 

ｎ－１

ｓ ＝ ０
α ｓ ＝ α ＋ α２ ＋ … ＋ α ｎ ＝

１，故
ＸＹ ＝ （ｘｙ） ０β０ ＋ （ｘｙ） １β１ ＋ … ＋ （ｘｙ） ｎ－１βｎ－１ ＝

（ｘｙ） ０ １ ＋ α ｎ
２

( ) ＋ （ｘｙ） １ １ ＋ α ｎ
２ ＋１( ) ＋ …（ｘｙ） ｎ－１ １ ＋ α ｎ

２ －１( ) ＝

（ｘｙ） ０ １ ＋ α ｎ
２

( ) ＋ … ＋ （ｘｙ） ｎ
２ －１ １ ＋ αｎ－１( ) ＋

（ｘｙ） ｎ
２

１ ＋ α０( ) ＋ … ＋ （ｘｙ） ｎ－１ １ ＋ α ｎ
２ －１( ) ＝

（ｘｙ） ｎ
２ ＋１ ＋ … ＋ （ｘｙ） ｎ－１ ＋ （ｘｙ） ０ ＋ … ＋ （ｘｙ） ｎ

２ －１( ) α０ ＋

（ｘｙ） ｎ
２ ＋２ ＋ … ＋ （ｘｙ） ｎ－１ ＋ （ｘｙ） ０ ＋ … ＋ （ｘｙ） ｎ

２
( ) α１ ＋

　 　 　 　 　 　 ︙　 　 　 　 　 ︙　 　 ＋
（ｘｙ） ｎ

２
＋ … ＋ （ｘｙ） ｎ－１ ＋ （ｘｙ） ０ ＋ … ＋ （ｘｙ） ｎ

２ －２( ) αｎ－１ ＝

ｘｙ( ) ′０α０ ＋ ｘｙ( ) ′１α１ ＋ … ＋ ｘｙ( ) ′ｎ－１αｎ－１

（３）

其中足标均取模 ｎ 的最小非负剩余．
情形 ２：若 Ｎ 为Ⅱ型最优正规基，则由引理 ４ 知 αα０ ＝α１，ααｎ－１ ＝αｎ－１＋αｔ，其中 ｔ＝ ０，１，…，ｎ－１ 且 ２ｔ＋１≡±３

ｍｏｄ ２ｎ＋１( ) ．以及∀ｉ＝ １，２，…，ｎ－２，有 ααｉ ＝ αｍ ＋αｋ，其中 ｍ，ｋ ＝ ０，１，…，ｎ－１，２ｍ≡２ｉ ＋１ ｍｏｄ ２ｎ＋１( ) ，２ｋ≡
－（２ｉ＋１） ｍｏｄ ２ｎ＋１( ) ，故

（ｘｙ） ０ ＝ ｘ０Ｔｒ Ｙα１( ) ＋ ｘ１Ｔｒ Ｙ αｍ０
＋ αｋ０

( )( ) ＋ … ＋ ｘｎ－２Ｔｒ Ｙ αｍｎ－３
＋ αｋｎ－３

( )( ) ＋

ｘｎ－１Ｔｒ Ｙ αｎ－１ ＋ αｔ( )( )

又由引理 １ 知：
（ｘｙ） ０ ＝ ｘ０ｙ１ ＋ ｘ１ ｙｍ０

＋ ｙｋ０
( ) ＋ … ＋ ｘｎ－２ ｙｍｎ－３

＋ ｙｋｎ－３
( ) ＋ ｘｎ－１ ｙｎ－１ ＋ ｙｔ( ) （４）

类似地可得：
（ｘｙ） １ ＝ ｘ０ ｙ０ ＋ ｙｔ ＋１( ) ＋ ｘ１ｙ２ ＋ ｘ２ ｙｍ０＋１

＋ ｙｋ０＋１
( ) ＋

ｘ３ ｙｍ１＋１
＋ ｙｋ１＋１

( ) ＋ … ＋ ｘｎ－１ ｙｍｎ－３＋１
＋ ｙｋｎ－３＋１

( ) ，

（ｘｙ） ２ ＝ ｘ０ ｙｍｎ－３＋２
＋ ｙｋｎ－３＋２

( ) ＋ ｘ１ ｙ１ ＋ ｙｔ ＋２( ) ＋ ｘ２ｙ３ ＋

ｘ３ ｙｍ０＋２
＋ ｙｋ０＋２

( ) ＋ … ＋ ｘｎ－１ ｙｍｎ－４＋２
＋ ｙｋｎ－４＋２

( )

　 　 　 　 　 　 ︙　 　 　 　 　 ︙
（ｘｙ） ｎ－１ ＝ ｘ０ ｙｍ０＋ｎ－１

＋ ｙｋ０＋ｎ－１
( ) ＋ … ＋ ｘｎ－３ ｙｍｎ－３＋ｎ－１

＋ ｙｋｎ－３＋ｎ－１
( ) ＋

ｘｎ－２ ｙｎ－２ ＋ ｙｔ ＋ｎ－１( ) ＋ … ＋ ｘｎ－１ｙ０

（５）

其中足标均取模 ｎ 的最小非负剩余．
进而由引理 ５ 可知 Ｎ 是自对偶的，故

ＸＹ ＝ （ｘｙ） ０β０ ＋ （ｘｙ） １β１ ＋ … ＋ （ｘｙ） ｎ－１βｎ－１ ＝
ｘｙ( ) ′０α０ ＋ ｘｙ( ) ′１α１ ＋ … ＋ ｘｙ( ) ′ｎ－１αｎ－１

综上所述，完成一次乘法计算需要 ３ 步：
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（Ⅰ） 确定 ｙ ｊ０，ｙ ｊ１，…，ｙ ｊ ｎ
２ －１

，ｙ ｊ ｎ
２ ＋１

，…，ｙ ｊｎ－１及 ｙｔ，ｙｍ０
，ｙｍ１

，…，ｙｍｎ－３
，ｙｋ０，从而获得所需的 ｙｉ，ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１．

（Ⅱ） 利用（１），（２），（３），（４）式计算（ｘｙ） ０，（ｘｙ） １，…，（ｘｙ） ｎ－１ ．
（Ⅲ） 若 Ｎ 为Ⅰ型最优正规基，利用（３）式把 ＸＹ 在对偶基 Ｂ 上转换到最优正规基 Ｎ 上表示．
第一步可借助计算机工具（使用 Ｃ ／ Ｃ＋＋ ／ Ｍａｔｌａｂ 程序）确定，第二、三步由简单的组合逻辑电路实现．第

一步简单的 Ｍａｔｌａｂ 程序如下：
ａ＝［］；

ｂ＝ ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ－１，ｙ０[ ] ；
ｃ＝［］；

ｆｏｒ　 ｉ＝ ０ ∶ ｎ
２

－１

ｆｏｒ　 ｊ＝ ０：ｎ－１
ｄ＝ ２ｉ＋１
ｉｆ　 ｍｏｄ（２ｊ，ｎ＋１）＝ ＝ｍｏｄ（ｄ，ｎ＋１）

ａ＝ ａ，ｊ[ ] ；
ｅｎｄ

ｅｎｄ
ｅｎｄ

ｆｏｒ　 ｉ＝ ０： ｎ
２

＋１

ｆｏｒ　 ｊ＝ ０ ∶ ｎ－１
ｄ＝ ２ｉ＋１
ｉｆ　 ｍｏｄ（２ｊ，ｎ＋１）＝ ＝ｍｏｄ（ｄ，ｎ＋１）

ａ＝ ａ，ｊ[ ] ；
ｅｎｄ

ｅｎｄ
ｅｎｄ
ｆｏｒ　 ｅ＝ ０：ｎ－１

ｆｏｒ　 ｆ＝ １ ∶ ｎ－１
ｇ＝ａ（ ｆ）；

ｉｆ　 ｇ＋ｅ ＞ｎ
ｈ＝ｇ＋ｅ－ｎ；
ｃ＝ ｃ，ｂ（ｈ）[ ] ；

ｅｌｓｅ ｉｆ　 ｇ＋ｅ ＝ ＝ ０
ｃ＝［ｃ，ｂ（ｎ）］；

ｅｌｓｅ
ｃ＝［ｃ，ｂ（ｇ＋ｅ）］；

ｅｎｄ
ｅｎｄ

ｅｎｄ
　 　 输出结果为

ｃ ＝ ［ｙ ｊ０ｙ ｊ１…ｙ ｊ ｎ
２ －１

ｙ ｊ ｎ
２ ＋１

…ｙ ｊｎ－１

ｙ ｊ０＋１ｙ ｊ１＋１…ｙ ｊ ｎ
２ －１＋１ｙ ｊ ｎ

２ ＋１＋１…ｙ ｊｎ－１＋１

ｙ ｊ０＋２ｙ ｊ１＋２…ｙ ｊ ｎ
２ －１＋２ｙ ｊ ｎ

２ ＋１＋２…ｙ ｊｎ－１＋２

　 　 　 　 　 　 ︙　 　 　 　 　 ︙
ｙ ｊ０＋ｎ－１ｙ ｊ１＋ｎ－１…ｙ ｊ ｎ

２ －１＋ｎ－１ｙ ｊ ｎ
２ ＋１＋ｎ－１…ｙ ｊｎ－１＋ｎ－１］

确定 ｙｔ，ｙｍ０
，ｙｍ１

，…，ｙｍｎ－３
，ｙｋ０，ｙｋ１，…，ｙｋｎ－３程序类似．

３　 算法复杂度的简单分析

若 Ｎ 为Ⅰ型最优正规基，在计算（ｘｙ） ｉ，ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１ 时，所需的异或门数为 ２ｎ－２，与门数为 ｎ；在计算

ｘｙ( ) ′ｉ，ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１ 时，所需的异或门数为 ｎ－２．综合所需的异或门数为 ３ｎ－４，与门数为 ｎ．若 Ｎ 为Ⅱ型最

优正规基，在计算（ｘｙ） ｉ ＝ ｘｙ( ) ′ｉ，ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１ 时，所需的异或门数为 ２ｎ－２，与门数为 ｎ．
设计将复杂和消耗资源的工作由计算机工具处理（使用 Ｃ ／ Ｃ＋＋ ／ Ｍａｔｌａｂ 程序），而实际设计的硬件电路

最后形式是简单的组合逻辑电路，且该最优正规基下的并行乘法器，Ⅰ型最优正规基并行乘法器所需异或
门数为 ３ｎ－４，与门数为 ｎ，Ⅱ型最优正规基并行乘法器所需异或门数为 ２ｎ－２，与门数为 ｎ．
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