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　 　 摘　 要：研究一类分数阶中立型微分控制系统的能控性问题，对系统状态方程的分析，利用拉普拉斯变

换通过基本控制系统的基础解给出了控制系统通解的表达式，并且通过构造格拉姆矩阵，研究了控制系统

能控性的充分必要条件；最后通过举出一个格拉姆矩阵的计算举例来进行验证。
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在科学生产等与人类有关的发展过程中，系统的能控性在每次的进步中发挥着重要的作用，诸如管理

系统、生态系统、电力系统、工业工程系统等实际控制系统的研究，出现了大量的控制微分问题，引起不少学

者的关注，并取得了重要的成果［１－３］。 文献［４］中，研究了分数阶微分控制系统能控性。 在文献［５］的基础

上，进一步研究中立型分数阶微分控制系统能控性。
研究如下形式的中立型分数阶微分控制问题的能控性：

ＣＤαｘ（ ｔ） ＋ＣＤαＤｘ（ ｔ － １） ＝ Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｘ（ ｔ － １） ＋ Ｃｕ（ ｔ），ｔ ∈ ［０，ｔ１］

ｘ（０） ＝ φ（ ｔ）， ｔ ∈ ［ － １，０］{ （１）

其中 ｘ（ ｔ）∈Ｒｎ 为状态变量，ＣＤα（·）定义为 α 阶的 Ｃａｐｕｔｏ 导算子（０＜α＜１），常数矩阵 Ｃ 满足 Ｃ∈Ｒｎ×ｐ，矩阵

Ａ，Ｂ，Ｄ 是 ｎ 阶常数矩阵且 Ｄ≠０，初始函数 φ∈Ｃ（［－１，０］，Ｒｎ）控制输入 ｕ（ ｔ）∈Ｒｐ。

１　 预备知识

定义 １［６］ 　 设 ｆ（ ｔ）∈Ｃ ［０，∞ ），Ｒ( ) ，称

Ｉα ｆ（ ｔ） ＝ １
Γ（α）∫

ｔ

０
（ ｔ － ｓ） α－１ ｆ（ ｓ）ｄｓ

为 α 阶 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数积分。
定义 ２［６］ 　 设 ｆ（ ｔ）∈Ｃ ［０，∞ ），Ｒ( ) ，∀α∈ ０，１( ) 称

ＣＤα ｆ（ ｔ） ＝ １
Γ（１ － α）∫

ｔ

０
（ ｔ － ｓ） －α ｆ＇（ ｓ）ｄｓ

为 ｆ（ ｔ）的 α 阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数导数。
定义 ３［６］ 　 具有双参数的 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数为



Ｅα，β（Ｚ） ＝ 
∞

ｋ ＝ ０

Ｚｋ

Γ（αｋ ＋ β）
，（α ＞ ０，β ＞ ０）

２　 基本系统与概念

定义 ４　 如果存在函数 Ｘ（ ｔ）满足：
ＣＤαＸ（ ｔ） ＋ＣＤαＤＸ（ ｔ － １） ＝ ＡＸ（ ｔ） ＋ ＢＸ（ ｔ － １）

Ｘ（０） ＝
Ｉ，ｔ ＝ ０
０，ｔ ＜ ０{

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２）

这里，Ｉ 为 ｎ×ｎ 单位矩阵，则称 Ｘ（ ｔ）为系统（１）的基础解。
对式（１）的基础解 Ｘ（ ｔ），设 Ｘｋ（ｈ）＝ Ｘ（ｋ＋ｈ），ｈ∈［０，１］，ｋ ＝ ０，１，２，…，那么对于 ｔ∈［ｋ，ｋ＋１］，Ｘ（ ｔ）＝

Ｘｋ（ ｔ－ｋ），根据式（２），可得：
ＣＤαＸ０（ｈ） ＝ ＡＸ０（ｈ），Ｘ０（０） ＝ Ｉ

ＣＤα［Ｘ１（ｈ） ＋ ＤＸ０（ｈ）］ ＝ ＡＸ１（ｈ） ＋ ＢＸ０（ｈ），Ｘ１（０） ＝ Ｘ０（１）
︙

ＣＤα［Ｘｋ（ｈ） ＋ ＤＸｋ－１（ｈ）］ ＝ ＡＸｋ（ｈ） ＋ ＢＸｋ－１（ｈ），Ｘｋ（０） ＝ Ｘｋ－１（１）

令 Ｙｋ（ｈ）＝ ［ＸＴ
０（ｈ），ＸＴ

１（ｈ），…，ＸＴ
ｋ－１（ｈ），ＸＴ

ｋ（ｈ）］ Ｔ，

ＡＫ ＝

Ａ ０ … ０ ０
Ｂ Ａ … ０ ０
… … …
０ ０ … Ｂ Ａ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｎ（ｋ＋１） ×ｎ（ｋ＋１）

　 ＢＫ ＝

Ｉ ０ … ０ ０
Ｄ Ｉ … ０ ０
… … …
０ ０ … Ｄ Ｉ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｎ（ｋ＋１） ×ｎ（ｋ＋１）

且 Ｉｋ ＝［０，０，…，Ｉ］ ｎ×ｎ（ｋ＋１），即得：
ＣＤαＹｋ（ｈ） ＝ Ｂ －１

ｋ ＡｋＹｋ（ｈ） （３）
　 　 定理 １　 方程（２）的解表示为

Ｘ（ ｔ） ＝ ＩｋΦα，１（Ｂ
－１
ｋ Ａｋ，ｔ － ｋ）Ｙｋ（０） （４）

其中状态转移矩阵 Φα，１（Ｂ
－１
ｋ Ａｋ，ｔ－ｋ）满足：

Φα，β（Ｂ
－１
ｋ Ａｋ，ｔ） ＝ 

∞

ｋ ＝ ０

（Ｂ －１
ｋ Ａｋ） ｋ ｔαｋ＋β－１

Γ（αｋ ＋ β）
＝ ｔβ－１Ｅα，β（Ｂ

－１
ｋ Ａｋ ｔα）

　 　 证明　 利用拉普拉斯变换，可以得：

Ｌ（Φα，β（Ｂ
－１
ｋ Ａｋ，ｔ））（ ｓ） ＝ ∫∞

０
ｅ －ｓｔ ｔβ－１Ｅα，β（Ｂ

－１
ｋ Ａｋ ｔα）ｄｔ ＝


∞

ｋ ＝ ０

１
Γ（αｋ ＋ β）∫

∞

０
ｅ －ｓｔ ｔβ－１（Ｂ －１

ｋ Ａｋ ｔα） ｋｄｔ ＝


∞

ｋ ＝ ０

１
Γ（αｋ ＋ β）∫

∞

０
ｅ －ｓｔ ｔβ－１Ｂ －ｋ

ｋ Ａｋ
ｋ ｔαｋｄｔ ＝


∞

ｋ ＝ ０

Ｂ －ｋ
ｋ Ａｋ

ｋ

Γ（αｋ ＋ β）∫
∞

０
ｅ －ｌ ｌαｋ

＋β－１

ｓαｋ＋β
ｄｌ ＝


∞

ｋ ＝ ０

Ｂ －ｋ
ｋ Ａｋ

ｋ

ｓαｋ＋βΓ（αｋ ＋ β）
Γ（αｋ ＋ β） ＝ ｓα－β（ ｓαＩ － Ｂ －１

ｋ Ａｋ）
－１

根据式（３），得：Ｙｋ（ｈ）＝ Φα，１（Ｂ
－１
ｋ Ａｋ，ｈ）Ｙｋ（０）。
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由 Ｙｋ（ｈ）定义：

ＸＴ
０（ｈ）

ＸＴ
１（ｈ）

…
ＸＴ

ｋ（ｈ）

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

＝ Φα，１（Ｂ
－１
ｋ Ａｋ，ｈ）

ＸＴ
０（ｈ）

ＸＴ
１（ｈ）

…
ＸＴ

ｋ（ｈ）

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

，且满足关系式：

Ｘ（ ｔ）＝ Ｘｋ（ ｔ－ｋ），即证得：Ｘ（ ｔ）＝ ＩｋΦα，１（Ｂ
－１
ｋ Ａｋ，ｔ－ｋ）Ｙｋ（０），定理证毕。

引理 １［４］ 　 系统
ＣＤαｘ（ ｔ）＋ＣＤαＤｘ（ ｔ－１）＝ Ａｘ（ ｔ）＋Ｂｘ（ ｔ－１）
ｘ（ ｔ）＝ φ（ ｔ），ｔ∈（－１，０）{ 解的表达式为

ｘ（ ｔ） ＝ φ（０） － Ｄφ（ － １） ＋ Ｄｘ（ ｔ － １） ＋ ∫ｔ
０
Ａ（ ｔ － ｓ） α－１Ｅα，α［Ａ（ ｔ － ｓ） α］

（φ（０） － Ｄφ（ － １） ＋ Ｄｘ（ ｓ － １））ｄｓ ＋ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） α－１Ｅα，α［Ａ（ ｔ － ｓ） α］Ｂｘ（ ｓ － １）ｄｓ

　 　 定理 ２　 系统（１）的解为

ｘ（ ｔ） ＝ φ（０） ＋ Ｄφ（ － １） － Ｄｘ（ ｔ － １） ＋ ∫ｔ
０
Ａ（ ｔ － ｓ） α－１Ｅα，α［Ａ（ ｔ － ｓ） α］

（φ（０） ＋ Ｄφ（ － １） － Ｄｘ（ ｓ － １））ｄｓ ＋ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） α－１Ｅα，α［Ａ（ ｔ － ｓ） α］Ｂｘ（ ｓ － １）ｄｓ ＋

∫ｔ
０
ＩｋΦα，１（Ｂ

－１
ｋ Ａｋ，ｔ － ｋ － ｓ）Ｙｋ（０）Ｃｕ（ ｓ）ｄｓ

３　 主要结果

构造格拉姆矩阵 Ｗ（０，ｔ）满足：

Ｗ（０，ｔ） ＝ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） α－１［ ＩｋＥα，１（Ｂ

－１
ｋ Ａｋ（ ｔ － ｋ － ｓ） α）Ｙｋ（０）Ｃ］ ×

［ ＩｋＥα，１（Ｂ
－１
ｋ Ａｋ（ ｔ － ｋ － ｓ） α）Ｙｋ（０）Ｃ］ Ｔｄｓ

这里“Ｔ”表示矩阵的转置。
定理 ３　 式（１）在区间［０，ｔ１］上可控的充分必要条件矩阵 Ｗ（０，ｔ１）正定。
证明　 先证式（１）能控。
因为 Ｗ（０，ｔ１）是正定的，也就是说 Ｗ（０，ｔ１）是非奇异的，知 Ｗ（０，ｔ１）的逆存在，定义控制 ｕ（ ｔ）满足：

ｕ（ ｔ） ＝ ＣＴＹＴ
ｋ（０）Ｅα，１（ＡＴ

ｋ（ＢＴ
ｋ ）

－１） ＩＴｋＷ
－１［ｂ － （φ（０） － Ｄφ（ － １） ＋ Ｇ（ ｔ））］ （６）

为方便讨论，这里记：ｘ（ ｔ１）＝ ｂ（ｂ 为任意实数），函数 Ｇ（ ｔ）满足：

Ｇ（ ｔ） ＝ － Ｄｘ（ ｔ － １） ＋ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） α－１Ｅα，α［Ａ（ ｔ － ｓ） α］（φ（０） ＋ Ｄφ（ － １） － Ｄｘ（ ｓ － １））ｄｓ ＋

∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） α－１Ｅα，α［Ａ（ ｔ － ｓ） α］Ｂｘ（ ｓ － １）ｄｓ ＋

∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） α－１Ｅα，α［Ａ（ ｔ － ｓ） α］Ｂｘ（ ｓ － １）ｄｓ

将式（７）代入式（６），根据式（５），可得：

ｘ（ ｔ１） ＝ φ（０） ＋ Ｄφ（ － １） ＋ Ｇ（ ｔ１） ＋ ∫ｔ １
０
（ ｔ１ － ｓ） α－１ＩｋＥα，１（Ｂ

－１
ｋ Ａｋ（ ｔ１ － ｋ － ｓ） α）Ｙｋ（０）Ｃ ×

［ ＩｋＥα，１（Ｂ
－１
ｋ Ａｋ（ ｔ１ － ｋ － ｓ） α）Ｙｋ（０）Ｃ］ ＴＷ －１（０，ｔ１）［ｂ － （φ（０） ＋ Ｄφ（ － １） ＋ Ｇ（ ｔ１））］ｄｓ ＝

φ（０） ＋ Ｄφ（ － １） ＋ Ｇ（ ｔ１） ＋ Ｗ（０，ｔ１）Ｗ
－１（０，ｔ１）［ｂ － （φ（０） ＋ Ｄφ（ － １） ＋ Ｇ（ ｔ１））］ ＝ ｂ
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即系统（１）是能控得证。
另一方面，如果 Ｗ（０，ｔ１）不是正定的，即 Ｗ（０，ｔ１）是奇异的。 设存在非零矩阵 Ｚ，使得 ＺＴＷ（０，ｔ１）Ｚ ＝

０，且：

∫ｔ １
０
ＺＴ［（ ｔ － ｓ） α－１ＩｋＥα，１（Ｂ

－１
ｋ Ａｋ（ ｔ － ｋ － ｓ） α）Ｙｋ（０）Ｃ］ ×

［（ ｔ － ｓ） α－１ＩｋＥα，１（Ｂ
－１
ｋ Ａｋ（ ｔ － ｋ － ｓ） α）Ｙｋ（０）Ｃ］ ＴＺｄｓ ＝ ０

由于（ ｔ－ｓ） α－１ＩｋＥα，１（Ｂ
－１
ｋ Ａｋ（ ｔ－ｋ－ｓ） α）Ｙｋ（０）Ｃ 对 ｔ 是连续的，于是有：

ＺＴＩｋＥα，１（Ｂ
－１
ｋ Ａｋ（ ｔ － ｋ － ｓ） α）Ｙｋ（０）Ｃ ＝ ０ （８）

假定系统是能控的，那么一定存在控制 ｕ１（ ｔ），使得在终点状态 ｘ（ ｔ１）＝ ０，且对应的控制 ｕ１（ ｔ）

ｘ（ ｔ１） ＝ φ（０） ＋ Ｄφ（ － １） － Ｄｘ（ ｔ１ － １） ＋ ∫ｔ １
０
Ａ（ ｔ１ － ｓ） α－１Ｅα，α［Ａ（ ｔ１ － ｓ） α］

（φ（０） ＋ Ｄφ（ － １） － Ｄｘ（ ｓ － １））ｄｓ ＋ ∫ｔ １
０
（ ｔ１ － ｓ） α－１Ｅα，α［Ａ（ ｔ１ － ｓ） α］Ｂｘ（ ｓ － １）ｄｓ ＋

∫ｔ １
０
ＥｋΦα，１（Ｂ

－１
ｋ Ａｋ，ｔ１ － ｋ － ｓ）Ｙｋ（０）Ｃｕ１（ ｓ）ｄｓ

同理，矩阵 Ｚ 也有一个相对应的控制 ｕ２（ ｔ），且满足：

Ｚ ＝ φ（０） ＋ Ｄφ（ － １） － Ｄｘ（ ｔ１ － １） ＋ ∫ｔ １
０
Ａ（ ｔ１ － ｓ） α－１Ｅα，α［Ａ（ ｔ１ － ｓ） α］

（φ（０） ＋ Ｄφ（ － １） － Ｄｘ（ ｓ － １））ｄｓ ＋ ∫ｔ １
０
（ ｔ１ － ｓ） α－１Ｅα，α［Ａ（ ｔ１ － ｓ） α］Ｂｘ（ ｓ － １）ｄｓ ＋

∫ｔ １
０
ＩｋΦα，１（Ｂ

－１
ｋ Ａｋ，ｔ１ － ｋ － ｓ）Ｙｋ（０）Ｃｕ２（ ｓ）ｄｓ

比较式（９）、（１０），化简可得：

Ｚ ＋ ∫ｔ １
０
ＩｋΦα，１（Ｂ

－１
ｋ Ａｋ，ｔ１ － ｋ － ｓ）Ｙｋ（０）Ｃ（ｕ１（ ｓ） － ｕ２（ ｓ））ｄｓ ＝ ０

将其两边同时乘以 ＺＴ，有：

ＺＴＺ ＋ ∫ｔ １
０
ＺＴＩｋΦα，１（Ｂ

－１
ｋ Ａｋ，ｔ１ － ｋ － ｓ）Ｙｋ（０）Ｃ（ｕ１（ ｓ） － ｕ２（ ｓ））ｄｓ ＝ ０

比较式（７），知 ＺＴＺ＝ ０，而这与已知矛盾，即证明完毕。

４　 应用实例

考虑式（１），选择 ｔ１ ＝ １，ｋ＝ ０，α＝β＝ １
２
，有 Ａｋ ＝Ａ０ ＝

０ ０
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｂｋ ＝ Ｉｋ ＝ Ｉ，Ｃ＝

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｙ０（０）＝ Ｘ０（０）＝ Ｉ，应用定

理 ４．１，证明式（１）是能控的。 因为：

Ｗ（０，１） ＝ ∫１
０
（１ － ｓ）

１
２ －１ Ｅ １

２ ， １
２

０ ０
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１ － ｓ）

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú Ｅ １

２ ， １
２

０ ０
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１ － ｓ）

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ

ｄｓ （１１）

通过计算，得到：

Ｅ １
２ ， １

２
（Ａ（１ － ｓ）

１
２ ） ＝ 

∞

ｋ ＝ ０

０ ０
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１ － ｓ）

１
２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Γ（ １
２
ｋ ＋ １

２
）

ｋ

＝

０ ０
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

Γ（ １
２
）

＋
０ ０
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１ － ｓ）

１
２ （１２）
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Ｅ １
２ ， １

２
（ＡＴ（１ － ｓ）

１
２ ） ＝ 

∞

ｋ ＝ ０

０ ０
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１ － ｓ）

１
２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Γ（ １
２
ｋ ＋ １

２
）

ｋ

＝

０ １
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

Γ（ １
２
）

＋
０ １
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１ － ｓ）

１
２ （１３）

将式（１２）、（１３）代入式（１１），得到：

Ｗ（０，１） ＝

２
π

４
π

＋ ２

π
１
２

４
π

＋ ２

π
１
２

８
π

＋ ４

π ２ ＋ ２
３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

，显然 Ｗ（０，１）是非负的，即式（１）的能控性得到验证。
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