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　 　 摘　 要：行列式求解在各个领域中有非常广泛的运用．通过分析一些具体实例，介绍了 ７ 种行列式的计

算常用方法，包括 ｎ 阶行列式、抽象行列式、行列式的展开定理以及代数余子式的应用，为今后学者们求解行

列式提供了一些可行的方法．
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当前，在教学领域中，无论是高等数学领域里的高深理论，还是现实生活里的实际问题，都或多或少地

与行列式有着直接或间接的联系．行列式的计算是一个重要的问题，也是一个很麻烦的问题．ｎ 级行列式一共

有 ｎ！项，计算它有 ｎ！（ｎ－１）个乘法．这是因为 ｎ 级行列式的每一项都取自不同行不同列的 ｎ 个元素的乘积，
若把每一项都按 ａ１ｊ１ａ２ｊ２…ａｎｊｎ排列，则对于 ａ１ｊ１ａ２ｊ２…ａｎｊｎ有 ｎ！种排列，故 ｎ 级行列式共有 ｎ！项．每一项都有 ｎ 个

数相乘，即每一项有 ｎ－１个乘法，共有 ｎ！（ｎ－１）个乘法．二阶行列式有 ２！项，三阶行列式有 ３！项，当 ｎ 较大

时，ｎ！是一个相当大的数字，直接从定义来计算行列式几乎是不可能的事．因此，可以利用行列式的性质简化

行列式的计算．
行列式计算方法很多，而且一个行列式求解问题往往同时要用如上列举出的一个或几个方法才能解决．

所以，在学习的过程中要学会观察、探索，并有针对性总结．这里归纳介绍几种具有典型特征的行列式解法．

１　 关于 ｎ 阶行列式的计算方法［１⁃３］

１．１　 直接利用定义计算（适用于行列式中有较多 ０的情况）

在引进行列式的定义之前，为了更加容易理解行列式的定义，首先介绍排列和逆序的概念．
（１） ｎ 级排列：由 １，２，３，…，ｎ 组成的一个有序数组称为一个 ｎ 级排列．
（２） 在一个排列中，如果一对数的前后位置与大小顺序相反，即前面的数大于后面的数，那么它们就称

为一个逆序，一个排列中逆序的总数称为这个排列的逆序数．
（３） 逆序数为偶数的排列称为偶排列，逆序数为奇数的排列称为奇排列．
在做好这些工作之后，引入行列式的定义：

ｎ 级行列式

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
︙ ︙ ︙
ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

等于所有取自不同行不同列的 ｎ 个元素的乘积 ａ１ｊ１ａ２ｊ２…ａｎｊｎ的代数和，这里



ｊ１，ｊ２，…，ｊｎ 是 １，２，…，ｎ 的一个排列，每一项都按下列规则带有符号：当 ｊ１，ｊ２，…，ｊｎ 是偶排列时带正号，当 ｊ１，

ｊ２，…，ｊｎ 是奇排列时带负号．这一定义可以写成

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
︙ ︙ ︙
ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ 
ｊ１，ｊ２，…，ｊｎ

（ － １） τ（ ｊ１ｊ２…ｊｎ）ａ１ｊ１ａ２ｊ２…ａｎｊｎ，这里


ｊ１，ｊ２，…，ｊｎ

表示对所有 ｎ 级排列求和．

当行列式中的元素有较多的 ０，并且行列式的元素比较简单时，不需要变形就可以直接利用行列式的定

义计算出行列式的值．

１．２　 利用行列式的性质，化为上（下）三角行列式计算

运用行列式的性质是计算行列式的一个重要途径，大多数行列式的计算都依赖于行列式的性质，将行

列式化成上三角（下三角或反三角）形式，再根据行列式的定义来计算行列式．
特征：第 １行、列及主对角线外元素均为 ０（或可化为这种形式）的行列式（称 Ｋ型行列式），可以化为上

三角行列式进行计算．

例 １　 计算行列式 Ｄｎ ＝

ｘ ａ２ ａ３ … ａｎ

ａ１ ｘ ａ３ … ａｎ

︙ ︙ ︙ ︙
ａ１ ａ２ ａ３ … ｘ

，其中 ｘ≠ａｉ（ ｉ＝ １，２，…，ｎ） ．

解　

Ｄｎ ＝

ｘ ａ２ ａ３ … ａｎ

ａ１ － ｘ ｘ － ａ２ ０ … ０

ａ１ － ｘ ０ ｘ － ａ３ … ０

︙ ︙ ︙ ︙
ａ１ － ｘ ０ ０ … ｘｎ － ａｎ

（Ｋ型） ＝

ｘ －
ｎ

ｉ ＝ ２

ａ１ － ｘ
ｘ － ａｉ

ａｉ ａ２ ａ３ … ａｎ

０ ｘ － ａ２ ０ … ０

０ ０ ｘ － ａ３ … ０

︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ ０ … ｘ － ａｎ

（上三角） ＝

（ｘ －
ｎ

ｉ ＝ ２

ａ１ － ｘ
ｘ － ａｉ

ａｉ）
ｎ

ｉ ＝ ２
（ｘ － ａｉ）

１．３　 利用行（列）展开定理进行降阶，或作拉普拉斯展开

拉普拉斯定理　 设在行列式 Ｄ 中任意取定了 ｋ（１≤ｋ≤ｎ－１）个行，由这 ｋ 行元素所组成的一切 ｋ 级子式

与它们的代数余子式的乘积的和等于行列式 Ｄ．
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　 　 例 ２　 在行列式

Ｄ ＝

２ ３ １ ５
０ － １ ４ １
２ ０ １ ６
０ １ ３ ２

中取定第 １，２行，得到 ６个子式：

Ｍ１ ＝
２ ３
０ － １

，Ｍ２ ＝
２ １
０ ４

，Ｍ３ ＝
２ ５
０ １

，Ｍ４ ＝
３ １
－ １ ４

，Ｍ５ ＝
３ ５
－ １ １

，Ｍ６ ＝
１ ５
４ １

它们对应的代数余子式为

Ａ１ ＝ （ － １） （１
＋２） ＋（１＋２）Ｍ′１ ＝ Ｍ′１，Ａ２ ＝ （ － １） （１

＋２） ＋（１＋３）Ｍ′２ ＝ － Ｍ′２
Ａ３ ＝ （ － １） （１

＋２） ＋（１＋４）Ｍ′３ ＝ Ｍ′３，Ａ４ ＝ （ － １） （１
＋２） ＋（２＋３）Ｍ′４ ＝ Ｍ′４

Ａ５ ＝ （ － １） （１
＋２） ＋（２＋４）Ｍ′５ ＝ － Ｍ′５，Ａ６ ＝ （ － １） （１

＋２） ＋（３＋４）Ｍ′６ ＝ Ｍ′６
根据拉普拉斯定理

Ｄ ＝ Ｍ１Ａ１ ＋ Ｍ２Ａ２ ＋ … ＋ Ｍ６Ａ６ ＝

２ ３
０ － １

·
１ ６
３ ２

－
２ １
０ ４

·
０ ６
１ ２

＋
２ ５
０ １

·
０ １
１ ３

＋
３ １
－ １ ４

·
２ ６
０ ２

－

３ ５
－ １ １

·
２ １
０ ３

＋
１ ５
４ １

·
２ ０
０ １

＝ ４４

　 　 从这个例子来看，利用拉普拉斯定理来计算行列式一般是不方便的．这个定理主要是在理论方面应用．
１．４　 利用递推关系，或用数学归纳法证明

无论是初等数学，还是高等数学，递推公式都有着非常广泛的运用．适用递推法计算行列式有以下规律：
按照行列式的某一行（列）展开，会产生阶数比原行列式低但却与原行列式有着相同类型的新的行列式，运
用递推法逐层降阶，最终将计算出原行列式的值．

例 ３　 计算 ｎ 阶行列式

Ｄｎ ＝

５ ３ ０ … ０ ０
２ ５ ３ … ０ ０
０ ２ ５ … ０ ０
︙ ︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ ０ … ５ ３
０ ０ ０ … ２ ５

　 　 解　 按第 １行展开得 Ｄｎ ＝ ５Ｄｎ－１－６Ｄｎ－２；对应特征方程 ｘ２－５ｘ＋６＝ ０，解之得 ２ 根 ｘ１ ＝ ２，ｘ２ ＝ ３；令 Ｄｎ ＝Ａ·
２ｎ＋Ｂ·３ｎ ．则

５ ＝ ２Ａ ＋ ３Ｂ，ｎ ＝ １ （１）
１９ ＝ ４Ａ ＋ ９Ｂ，ｎ ＝ ２ （２）

由式（１）（２）得 Ａ＝ －２，Ｂ＝ ３，所以 Ｄｎ ＝ －２ｎ
＋１＋３ｎ＋１ ．

１．５　 利用范德蒙行列式（或其他已知行列式）

这一方法往往要结合行列式的乘法规则．形如 ｄ ＝

１ １ １ … １
ａ１ ａ２ ａ３ … ａｎ

ａ２１ ａ２２ ａ２３ … ａ２ｎ
︙ ︙ ︙ ︙
ａｎ－１
１ ａｎ－１

２ ａｎ－１
３ … ａｎ－１

ｎ

称为 ｎ 级范德蒙德
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（Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ）行列式．
对任意的 ｎ（ｎ≥２），ｎ 级范德蒙德行列式等于 ａ１，ａ２，…，ａｎ 这 ｎ 个数的所有可能的差 ａｉ－ａ ｊ（１≤ｊ＜ｉ≤ｎ）

的乘积，即 
１≤ｊ ＜ ｉ≤ｎ

（ａｉ － ａ ｊ） ．值得注意的是范德蒙德行列式为零的充分必要条件是 ａ１，ａ２，…，ａｎ 这 ｎ 个数中

至少有两个相等．
例 ４　 计算行列式

Ｄ ＝

１ １ … １
ｘ１（ｘ１ － １） ｘ２（ｘ２ － １） … ｘｎ（ｘｎ － １）

ｘ２１（ｘ１ － １） ｘ２２（ｘ２ － １） … ｘ２ｎ（ｘｎ － １）

︙ ︙ ︙
ｘｎ－１
１ （ｘ１ － １） ｘｎ－１

２ （ｘ２ － １） … ｘｎ－１
ｎ （ｘｎ － １）

　 　 解　 将第 １行的 １改写成 ｘｉ－（ｘｉ－１），按第 １行拆分得

Ｄ ＝

ｘ１ ｘ２ … ｘｎ

ｘ１（ｘ１ － １） ｘ２（ｘ２ － １） … ｘｎ（ｘｎ － １）

ｘ２１（ｘ１ － １） ｘ２２（ｘ２ － １） … ｘ２ｎ（ｘｎ － １）

︙ ︙ ︙
ｘｎ－１
１ （ｘ１ － １） ｘｎ－１

２ （ｘ２ － １） … ｘｎ－１
ｎ （ｘｎ － １）

＋

－ （ｘ１ － １） － （ｘ２ － １） … － （ｘｎ － １）

ｘ１（ｘ１ － １） ｘ２（ｘ２ － １） … ｘｎ（ｘｎ － １）

ｘ２１（ｘ１ － １） ｘ２２（ｘ２ － １） … ｘ２ｎ（ｘｎ － １）

︙ ︙ ︙
ｘｎ－１
１ （ｘ１ － １） ｘｎ－１

２ （ｘ２ － １） … ｘｎ－１
ｎ （ｘｎ － １）

＝

ｘ１ｘ２…ｘｎ

１ １ … １
ｘ１ － １ ｘ２ － １ … ｘｎ － １

︙ ︙ ︙
ｘｎ－１
１ － ｘｎ－２

１ ｘｎ－１
２ － ｘｎ－２

２ … ｘｎ－１
２ － ｘｎ－２

２

－
ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ － １）

１ １ … １
ｘ１ ｘ２ … ｘｎ

︙ ︙ ︙
ｘｎ－１
１ ｘｎ－１

２ … ｘｎ－１
ｎ

＝

［
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ －

ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ － １）］ 

ｎ

１≤ｊ ＜ ｉ≤ｎ
（ｘｉ － ｘ ｊ）

１．６　 加边法

加边法即在原行列式基础上增加 １ 行、１ 列（保持行列式值不变），然后利用增加的行（列）对行列式化

简、计算．

例 ５　 计算行列式

１＋ｘ１ １＋ｘ２１ … １＋ｘｎ
１

１＋ｘ２ １＋ｘ２２ … １＋ｘｎ
２

︙ ︙ ︙
１＋ｘｎ １＋ｘ２ｎ … １＋ｘｎ

ｎ

．

解　 通过加边法把原来的 ｎ 阶行列式转化为 ｎ＋１阶行列式进行计算

原式 ＝

１ １ １ … １
０ １ ＋ ｘ１ １ ＋ ｘ２１ … １ ＋ ｘｎ

１

︙ ︙ ︙ ︙
０ １ ＋ ｘｎ １ ＋ ｘ２ｎ … １ ＋ ｘｎ

ｎ

＝

１ １ １ … １
－ １ ｘ１ ｘ２１ … ｘｎ

１

︙ ︙ ︙ ︙
－ １ ｘｎ ｘ２ｎ … ｘｎ

ｎ

＝

２ － １ １ １ … １
０ － １ ｘ１ ｘ２１ … ｘｎ

１

︙ ︙ ︙ ︙
０ － １ ｘｎ ｘ２ｎ … ｘｎ

ｎ

＝

２ １ １ … １
０ ｘ１ ｘ２１ … ｘｎ

１

︙ ︙ ︙ ︙
０ ｘｎ ｘ２ｎ … ｘｎ

ｎ

－

１ １ １ … １
１ ｘ１ ｘ２１ … ｘｎ

１

︙ ︙ ︙ ︙
１ ｘｎ ｘ２ｎ … ｘｎ

ｎ

＝
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２ｘ１ｘ２…ｘｎ

１ ｘ１ … ｘｎ－１
１

︙ ︙ ︙
１ ｘｎ … ｘｎ－１

ｎ

－
ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ － １） 

ｎ

１≤ｊ ＜ ｉ≤ｎ
（ｘｉ － ｘ ｊ） ＝ ［２

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ －

ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ － １）］ 

ｎ

１≤ｊ ＜ ｉ≤ｎ
（ｘｉ － ｘ ｊ）

１．７　 借助对应矩阵特征值的乘法计算

如 λＥ－Ａ 在数域 ｐ 上能分解为一次因式的乘积，由根与系数的关系可知，Ａ 的全体特征值的和为 ａ１１＋

ａ２２＋…＋ａｎｎ（称为 Ａ 的迹，记为 Ｔｒ（Ａ）） ．而 Ａ 的全体特征值的积为 Ａ ，即方阵的特征值之积恰为其行列式的

值；方阵多项式的特征值恰是其特征值的多项式．这是因为 λ 是 Ａ 的特征值，则 λＥ－Ａ ＝ ０．
λ２Ｅ － Ａ２ ＝ λＥ － Ａ· λＥ ＋ Ａ ＝ ０

︙
λｎＥ － Ａｎ ＝ λＥ － Ａ· λｎＥ ＋ λｎ－１Ａ… ＋ Ａｎ－１ ＝ ０

即 λ ｉ 是 Ａｉ 的特征值，ｉ＝ １，２，…，ｎ．若 ｆ（ｘ）＝ ａ１＋ａ２ｘ＋…＋ａｎｘｎ－１，Ａ 为 ｎ 阶矩阵，则 ｆ（λ）＝ ａ１＋ａ２λ＋…＋ａｎλｎ－１是

ｆ（Ａ）＝ ａ１Ｅ＋ａ２Ａ＋…＋ａｎＡｎ－１的特征值．

例 ６　 证明 Ｄ ＝

ａ１ ａ２ … ａｎ

ａｎ ａ１ … ａｎ－１

︙ ︙ ︙
ａ２ ａ３ … ａ１

＝ ｆ（ε０） ｆ（ε１）…ｆ（εｎ－１），其中，ｆ（ｘ）＝ ａ１ ＋ａ２ｘ＋…＋ａｎｘｎ－１，ε０，ε１，…，

εｎ－１为全部 ｎ 次单位根．
证明　 设 ｎ 阶矩阵

Ａ ＝

１
⋱

１
１

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

，则 Ａ２ ＝

１
⋱

１
１
１

æ

è

ç
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＝λｎ－１，所以 Ａ 的特征值为 ε０，ε１，…εｎ－１ ．
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，所以 ｆ（Ａ）的特征值为 ｆ（ε０），ｆ（ε１），…，ｆ（εｎ－１），

所以 Ｄ＝ ｆ（Ａ） ＝ ｆ（ε０） ｆ（ε１）…ｆ（εｎ－１） ．
注：符合本题特征的行列式称为循环行列式，因而如上结果具有一般性．此处用到方阵的特征值之积恰

为其行列式的值，方阵的多项式的特征值恰是其特征值的多项式．

２　 抽象型行列式的计算［４，５］

抽象型行列式一般不给出具体元素，它往往涉及与行列式相关联的方阵、伴随阵、逆矩阵、分块矩阵，以
及 ｎ 维向量等的计算．因此，解决该类问题时应灵活运用矩阵的有关性质．，具体讨论时应注意以下几点：

（１） 熟悉公式 Ａ－１ ＝ Ａ －１， ｋＡ ＝ ｋｎ Ａ ， Ａ∗ ＝ Ａ ｎ－１等，这里 ｎ 为矩阵 Ａ 的阶数；
（２） 计算 Ａ＋Ｂ 一般较难，但有公式 ＡＢ ＝ Ａ · Ｂ （这里 Ａ，Ｂ 均为 ｎ 阶方阵），所以两个方阵和的
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行列式常转化为积的问题；
（３） 遇到伴随矩阵 Ａ∗ 时，常考虑如下公式 ＡＡ∗ ＝Ａ∗Ａ＝ Ａ Ｅ，然后两边取行列式；

（４） 对形如
Ａ Ｂ
Ｃ Ｄ

的分块行列式，一般采用广义初等变换进行“打洞”（即打出一块 ０矩阵），然后两边

取行列式，再由拉普拉斯定理展开．如当 Ａ 可逆时，由
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式可得
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＝
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０ Ｄ－ＣＡ－１Ｂ

＝ Ａ · Ｄ－ＣＡ－１Ｂ ；

（５） 各行（列）以向量及其运算形式给出的行列式，可以按行（列）拆成几个行列式之和；
（６） 当已知矩阵的特征值时，可以用所有特征值之积计算．
例 ７　 设 Ａ 为 ｎ 阶方阵，且 ＡＡ′＝Ｅ（Ｅ 是 ｎ 阶单位矩阵，Ａ′是 Ａ 的转置矩阵）， Ａ ＜０，求 Ａ＋Ｅ ．
要计算 Ａ＋Ｅ ，属于两个方阵和的行列式，由已知，ＡＡ′＝Ｅ，可考虑如下方法

１） 对矩阵 Ａ＋Ｅ 右乘 Ａ′，再取行列式；
２） 将 Ａ＋Ｅ 中的单位矩阵换为 ＡＡ′．
解法 １　 因为 Ａ＋Ｅ · Ａ′ ＝ ＡＡ′＋Ａ′ ＝ Ｅ＋Ａ′ ＝ Ｅ′＋Ａ′ ＝ （Ｅ＋Ａ） ′ ＝ Ｅ＋Ａ ，所以 Ａ＋Ｅ （ Ａ′ －

１）＝ ０；又因为 Ａ′ ＜０，所以 Ａ＋Ｅ ＝ ０．
解法 ２　 因为 Ａ＋Ｅ ＝ Ａ＋ＡＡ′ ＝ Ａ（Ｅ＋Ａ′） ＝ Ａ （Ｅ＋Ａ） ′ ＝ Ａ Ｅ＋Ａ ，所以（１－ Ａ ） Ａ＋Ｅ ＝ ０；

由于 １－ Ａ ＞０，所以 Ａ＋Ｅ ＝ ０．

３　 行列式按行（列）展开定理，及代数余子式的应用［６，７］

行列式按行（列）展开定理，以及一个行列式某一行（列）元素与另一行（列）对应元素的代数余子式乘

积之和为零这两个事实，在行列式代数余子式、方程组等的讨论中有着广泛的应用．如在求一个行列式某一

行元素代数余子式之和时，逐个计算再求和，运算量很大，此时可借助行列式中改变某一元素的取值不影响

该元素代数余子式的值这一特点，将该行元素都化为 １，如此得到的行列式即如上要求的值．

例 ８　 设 Ａ ＝

１ －５ １ ３
１ １ ３ ４
１ ２ ３ ６
２ ２ ３ ４

，且 Ａｉｊ是 Ａ 中第 ｉ 行，ｊ 列元素 ａｉｊ的代数余子式．

（１） 求 Ａ３１＋Ａ３２＋Ａ３３＋Ａ３４ ．
（２） 求 Ｍ１２＋Ｍ２２＋Ｍ３２＋Ｍ４２ ．

解　 （１） Ａ３１＋Ａ３２＋Ａ３３＋Ａ３４ ＝

１ －５ １ ３
１ １ ３ ４
１ １ １ １
２ ２ ３ ４

＝ －６．

（２） Ｍ１２＋Ｍ２２＋Ｍ３２＋Ｍ４２ ＝

１ －１ １ ３
１ １ ３ ４
１ －１ ３ ６
２ １ ３ ４

＝ －２．
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例 ９　 已知 ５阶行列式 Ｄ＝

１ ２ ３ ４ ５
２ ２ ２ １ １
３ １ ２ ４ ５
１ １ １ ２ ２
４ ３ １ ５ ０

，（１）求 Ａ３１＋Ａ３２＋Ａ３３ ．（２）求 Ａ３４＋Ａ３５ ．

解　 因为 ａｉ１ Ａ３１ ＋ ａｉ２ Ａ３２ ＋ ａｉ３ Ａ３３ ＋ ａｉ４ Ａ３４ ＋ ａｉ５ Ａ３５ ＝ ０ （ ｉ≠３， ｉ∈ Ｎ， １ ≤ ｉ≤５），所以取 ｉ ＝ ２， ４ 得

２（Ａ３１＋Ａ３２＋Ａ３３）＋（Ａ３４＋Ａ３５）＝ ０

（Ａ３１＋Ａ３２＋Ａ３３）＋２（Ａ３４＋Ａ３５）＝ ０
{ ；进一步得

Ａ３１＋Ａ３２＋Ａ３３ ＝ ０

Ａ３４＋Ａ３５ ＝ ０
{ ．

注：要求某一矩阵所有元素的代数余子式之和，可考虑先求其伴随矩阵，再求伴随矩阵各元素之和．
行列式的计算方法最常见的便是以上 ７ 种，但有时也因其结构不同而有其他类型的解法（如三对角线

行列式的解法），这里就不一一列举了．在平时的学习中，有时还会碰见一些抽象型行列式的计算，行列式按

行（列）展开定理，及代数余子式的应用．
以上计算行列式的基本方法奠定了高等数学的理论基础，同时也为数学在现实生活中的广泛运用提供

了理论依据，总而言之，具有实质上研究价值．
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