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关于不定方程 ｘ２＋ ７ ＝ ｙ３
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　 　 摘　 要：对于某些 ｄ，若 Ｑ（ｄ） 是 Ｅｕｃｌｉｄ域，则对应的 Ｅｕｃｌｉｄ整环中算术基本定理成立，利用此来证明不

定方程 ｘ２ ＋ ７ ＝ ｙ３ 没有整数解．
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有些不定方程的求解是非常困难的，为了解决这些不定方程，人们创立了很多数学方法如初等方法、代
数数论方法和丢番图逼近方法等［１－４］，这些方法对数论的研究带来了很大的便利．而所谓的代数数论方法，
就是把所给的不定方程放在代数数域中考虑，通过代数整数环性质的研究，使问题得到简化．

对于二次域 Ｑ（ ｄ ），在虚二次域中共有 ５个 Ｅｕｃｌｉｄ域：ｄ＝ －１，－２，－３，－７，－１１；在实二次域中共有 １６ 个

Ｅｕｃｌｉｄ域：ｄ＝ ２，３，５，６，７，１１，１３，１７，１９，２１，２９，３３，３７，４１，５７，７３．当 ｄ≡２，３（ｍｏｄ ４）时，１， ｄ是 Ｑ（ ｄ ）的一组

整基；当 ｄ≡１（ｍｏｄ４）时，１，
－１＋ ｄ
２

是 Ｑ（ ｄ ）的一组整基［２］ ．

定义 １［１］ 　 设Ｑ （ ｄ ）是 Ｑ（ ｄ ）的一组基，如果任意的 θ∈Ｑ （ ｄ ），则 θ 必可表示为

θ ＝ ｕｗ１ ＋ ｖｗ２，ｕ，ｖ∈ Ｚ

则称 ｗ１，ｗ２ 是 Ｑ（ ｄ ）的一组基，它也称为是Ｑ （ ｄ ）的一组基．
定义 ２［１］ 　 整数 ε 称为单位数，如果它的倒数 ε－１也是整数．

引理 １［１］ 　 二次域 Ｑ（ ｄ ）中的单位数是

（ｉ） 当 ｄ＝ －２或 ｄ≤－５时，仅有±１；
（ｉｉ） 当 ｄ＝ －１时，有±１，±ｉ；

（ｉｉｉ） 当 ｄ＝ －３时，有±１，±１±
－３
２
；

（ｉｖ） 当 ｄ＞１，时 ｄ≡２，３（ｍｏｄ ４）时，有

± （ｍ０ ＋ ｎ０ω） ｋ ＝ ± （ｍ０ ＋ ｎ０ ｄ ） ｋ，ｋ ＝ ０， ± １， ± ２，…

其中 ω＝ ｄ ，ｍ０，ｎ０ 是 Ｐｅｌｌ方程 ｘ２－ｄｙ２ ＝ ±１的最小整解；
（ｖ） 当 ｄ＞１，ｄ≡１（ｍｏｄ４）时，有

± （ｍ０ ＋ ｎ０ω） ｋ ＝ ± （（ｍ０ －
ｎ０
２
） ＋

ｎ０ ｄ
２
） ｋ，ｋ ＝ ０， ± １， ± ２，…



其中 ω＝
－１＋ ｄ
２
，２ｍ０－ｎ０，ｎ０ 是 Ｐｅｌｌ方程 ｘ２－ｄｙ２ ＝±４的最小整解，ｍ０＋ｎ０ω 称为是实二次域 Ｑ（ ｄ ）的基本单位．

引理 ２［１］ 　 设 Ｍ 是唯一分解环，正整数 ｋ≥２，以及 α，β∈Ｍ，（α，β）＝ １，那么，若 αβ＝γｋ，γ∈Ｍ，则有

α ＝ ε１μｋ，β ＝ ε２υ，μ，υ∈ Ｍ
其中 ω１，ω２ 是 Ｍ 中的单位元素，且 ω１ω２ ＝ωｋ，ω 为单位元素．

定理 １　 不定方程

ｘ２ ＋ ７ ＝ ｙ３，ｘ，ｙ∈ Ｚ （１）
无整数解．

证明　 可以在Ｑ （ －７ ）中来讨论不定方程（１），可以把不定方程（１）化解为

（ｘ ＋ － ７ ）（ｘ － － ７ ） ＝ ｙ３ （２）

因为 Ｑ（ －７ ）是 Ｅｕｃｌｉｄ域，由定义 １和引理 １得，在二次域 Ｑ（ －７ ）中仅有单位±１，１ 和
－１＋ －７
２

是一组整

基，下面证明 ｘ＋ －７和 ｘ－ －７互素．

令 ｄ＝（ｘ＋ －７ ，ｘ－ －７ ），则 ｄ
（ｘ， －７ ）

，因为 －７是 Ｑ（ －７ ）中的素数，所以 ｄ 可能为 １ 或 －７ ，但 ｄ ＝

－７不可能，因为这时必然有
７
ｘ
，而这样的 ｘ 显然不是解，所以 ｄ＝ １，即（ｘ＋ －７ ，ｘ－ －７ ）＝ １．由引理 ２ 及单

位数的形式有

ｘ ＋ － ７ ＝ （μ ＋ υ － ７ ） ３，μ，υ∈ Ｚ

故有 ｘ ＋ － ７ ＝ μ３ － ２１μυ２ ＋ （３μ２υ － ７υ３） － ７
即

１ ＝ ３μ２υ － ７υ３ ＝ （３μ２ － ７υ２）υ （３）
比较等号两边的系数可知 υ＝ ±１．

情形 １　 当 υ＝ １时，由式（３）得 ３μ２ ＝ ８，这与 μ∈Ｚ 矛盾．
情形 ２　 当 υ＝ －１时，由式（３）得 μ２ ＝ ２，这与 μ∈Ｚ 矛盾．
综上情形 １和情形 ２的讨论，不定方程（１）无整数解．
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