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　 　 摘　 要：主要运用 ｐｅｌｌ 方程、递推序列、同余式及（非） 平方剩余等一些初等方法，证明了不定方程

ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝ ２１ｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）和 ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝ ２３ｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）无正整数解．
关键词：不定方程；整数解；递归数列

中图分类号：Ｏ１５６．２　 　 　 文献标志码：Ａ　 　 　 文章编号：１６７２－０５８Ｘ（２０１５）０７－００５６－０６

设 Ｄ 是非完全平方数，对形如 ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝ ２１ｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）的不定方程已有不少研究

工作［１－１２］ ．此处将运用递归数列的方法证明当 Ｄ＝ ２１和 Ｄ＝ ２３时，不定方程

ｘ（ｘ ＋ １）（ｘ ＋ ２）（ｘ ＋ ３） ＝ ２１ｙ（ｙ ＋ １）（ｙ ＋ ２）（ｙ ＋ ３） （１）
ｘ（ｘ ＋ １）（ｘ ＋ ２）（ｘ ＋ ３） ＝ ２３ｙ（ｙ ＋ １）（ｙ ＋ ２）（ｙ ＋ ３） （２）

均无正整数解．

１　 不定方程 ｘ（ｘ ＋ １）（ｘ ＋ ２）（ｘ ＋ ３） ＝ ２１ｙ（ｙ ＋ １）（ｙ ＋ ２）（ｙ ＋ ３）

先将方程（１）化为

（ｘ２ ＋ ３ｘ ＋ １） ２ － ２１（ｙ２ ＋ ３ｙ ＋ １） ２ ＝ － ２０ （３）

易知方程 Ｘ２－２１Ｙ２ ＝ －２０的全部整数解［１３］，由以下 ６个结合类给出：

±（ｘｎ＋ｙｎ ２１ ）＝ ±（１＋ ２１ ）（ｕｎ＋ｖｎ ２１ ）＝ ±（１＋ ２１ ）（５５＋１２ ２１ ） ｎ，ｎ∈Ｚ

±（ｘｎ＋ｙｎ ２１ ）＝ ±（－１＋ ２１ ）（ｕｎ＋ｖｎ ２１ ）＝ ±（－１＋ ２１ ）（５５＋１２ ２１ ） ｎ，ｎ∈Ｚ

±（ｘ′ｎ＋ｙ′ｎ ２１ ）＝ ±（１３＋３ ２１ ）（ｕｎ＋ｖｎ ２１ ）＝ ±（１３＋３ ２１ ）（５５＋１２ ２１ ） ｎ，ｎ∈Ｚ

±（ｘ′ｎ＋ｙ′ｎ ２１ ）＝ ±（－１３＋３ ２１ ）（ｕｎ＋ｖｎ ２１ ）＝ ±（－１３＋３ ２１ ）（５５＋１２ ２１ ） ｎ，ｎ∈Ｚ

±（ｘ″ｎ＋ｙ″ｎ ２１ ）＝ ±（８＋２ ２１ ）（ｕｎ＋ｖｎ ２１ ）＝ ±（８＋２ ２１ ）（５５＋１２ ２１ ） ｎ，ｎ∈Ｚ

±（ｘ″ｎ＋ｙ″ｎ ２１ ）＝ ±（－８＋２ ２１ ）（ｕｎ＋ｖｎ ２１ ）＝ ±（－８＋２ ２１ ）（５５＋１２ ２１ ） ｎ，ｎ∈Ｚ

其中 １＋ ２１ ，１３＋３ ２１ ，８＋２ ２１是方程 Ｘ２－２１Ｙ２ ＝ －２０ 的相应结合类的基本解，５５＋１２ ２１是 Ｐｅｌｌ 方

程 ｕ２－２１ｖ２ ＝ １的基本解．由于从式（３）中可知 ｙ２＋３ｙ＋１≡１（ｍｏｄ ２），从而舍去后面两个结合类，容易知道 ｙｎ ＝

ｙ－ｎ，ｙ′ｎ ＝ ｙ′－ｎ，于是方程（３）的解应满足



（２ｙ ＋ ３） ２ ＝ ± ４ｙｎ ＋ ５ （４）

（２ｙ ＋ ３） ２ ＝ ± ４ｙ′ｎ ＋ ５ （５）

　 　 显然对∀ｎ∈Ｚ 有 ３ ｜ ±ｙ′ｎ，由式（５）可以推出（２ｙ＋３） ２≡２（ｍｏｄ ３），此不可能，从而排除式（５） ．因此实际

需要讨论的只有式（４） ．
容易验证下面各式成立：

ｙｎ＋１ ＝ １１０ｙｎ － ｙｎ－１，ｙ０ ＝ １，ｙ１ ＝ ６７ （６）

ｕｎ＋１ ＝ １１０ｕｎ － ｕｎ－１，ｕ０ ＝ １，ｕ１ ＝ ５５ （７）

ｖｎ＋１ ＝ １１０ｖｎ － ｖｎ－１，ｖ０ ＝ ０，ｖ１ ＝ １２ （８）

ｕ２ｎ ＝ ２ｕ２ｎ － １ ＝ ｕ２ｎ ＋ ２１ｖ２ｎ，ｖ２ｎ ＝ ２ｕｎｖｎ （９）

ｙｎ ＝ ｕｎ ＋ ｖｎ （１０）

ｙｎ＋２ｋｍ ≡ （ － １） ｋｙｎ（ｍｏｄ ｕｍ），ｕｎ＋２ｋｍ ≡ （ － １） ｋｕｎ（ｍｏｄ ｕｍ）

ｖｎ＋２ｋｍ ≡ （ － １） ｋｖｎ（ｍｏｄ ｕｍ） （１１）
下面将证明式（４）仅当 ｎ＝ ０时成立，由此求得式（１）的全部正整数解．

１．１　 （２ｙ ＋ ３） ２ ＝ － ４ｙｎ ＋ ５解的证明

本节将考察式（４）的解，即 ｎ 取何值时，－４ｙｎ＋５是一个完全平方数．

引理 １　 只有 ｎ＝ ０时，－４ｙｎ＋５是一个完全平方数．

证明　 由式（６）得 ｙｎ＞１（ｎ≠０），从而－４ｙｎ＋５ 是负数，不可能为一个平方数，当 ｎ ＝ ０ 时，－４ｙｎ＋５ ＝ １２，结
果成立．证毕．

１．２　 （２ｙ ＋ ３） ２ ＝ ４ｙｎ ＋ ５解的证明

引理 ２　 设 ２ ｜ｍ，ｍ＞０，则
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证明　 由式（７）知，对任意的 ｍ∈Ｚ，ｍ＞０，有 ｕｍ≡１（ｍｏｄ ２） ．所以由（９）有 ｕ２ｍ ＝ ２ｕ２ｍ －１≡１（ｍｏｄ ８），
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　 　 引理 ３　 若 ４ｙｎ＋５是平方数，则必须 ｎ≡０（ｍｏｄ １００） ．

证明　 用对序列｛４ｙｎ ＋５｝取模的方法证明．取 ｍｏｄ ２９，排除 ｎ≡１，２，４（ｍｏｄ ５），此时 ４ｙｎ ＋５≡１２，１７，
３（ｍｏｄ ２９），剩余 ｎ≡０，３（ｍｏｄ ５） ．为节省篇幅，下面只给出每次取模所用的素数以及 ｎ 的剩余情况．取
ｍｏｄ ４２１，剩余 ｎ≡０（ｍｏｄ ５）；取 ｍｏｄ １７９，剩余 ｎ≡０，５，１０（ｍｏｄ ２０）；取 ｍｏｄ １４９，１９９，剩余 ｎ≡０（ｍｏｄ ２５） ．综

合得剩余 ｎ≡０，２５，５０（ｍｏｄ １００） ．对 ｎ≡２５（ｍｏｄ １００），令 ｎ≡１００ｔ１＋２５，若 ２ ｜ ｔ１，则 ｎ≡２５（ｍｏｄ ４０）；若 ２⫮ｔ１，则

ｎ≡５（ｍｏｄ ４０） ．取 ｍｏｄ ４１，排除 ｎ≡２５，５（ｍｏｄ ４０），剩余 ｎ≡０，５０（ｍｏｄ １００） ．对 ｎ≡５０（ｍｏｄ １００），令 ｎ≡

１００ｔ２＋５０，若 ２ ｜ ｔ２，则 ｎ≡１０，５０（ｍｏｄ ８０）；若 ２⫮ｔ２，则 ｎ≡３０，７０（ｍｏｄ ８０） ．取 ｍｏｄ ２３９，排除 ｎ≡１０，５０，３０，
７０（ｍｏｄ ８０），剩余 ｎ≡０（ｍｏｄ １００） ．
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引理 ４　 设 ｎ≡０（ｍｏｄ １００），仅当 ｎ＝ ０时 ４ｙｎ＋５为平方数．

证明　 令 ｎ＝ ２·ｋ·５２·２ｔ（ ｔ≥１，ｋ≡１（ｍｏｄ ２）），对｛５ｕｍ±４ｖｍ｝取 ｍｏｄ ５４１ 所得的两个剩余序列周期均

为 ４５，而 ２ｔ{ }对 ｍｏｄ ４５的剩余序列具有周期 １２．对 ｋ 分两种情况讨论．
１） ｋ≡１（ｍｏｄ ４）时．当 ｔ≡０，１，４（ｍｏｄ １２）时，令 ｍ≡２ｔ；当 ｔ≡３，５，７，９，１１（ｍｏｄ １２）时，令 ｍ≡５·２ｔ；当

ｔ≡２，６，８，１０ （ｍｏｄ １２）时，令 ｍ≡５２·２ｔ ．则当 ｔ （≥１） （ｍｏｄ １２） ＝ ０，１，２，３，４，５，６，７，８，９，１０，１１ 时，
ｍ（ｍｏｄ ４５）＝ １，２，１０，４０，１６，２５，２５，１０，１０，４０，４０，２５，对应｛５ｕｍ ＋４ｖｍ｝ （ｍｏｄ ５４１） ＝ ３２３，３６０，４７９，３５６，３５７，
２４７，２４７，４７９，４７９，３５６，３５６，２４７，这些数均为模 ５４１的平方非剩余．于是，由式（１０）（１１）及引理 ２，得

４ｙｎ ＋ ５ ≡ ４ｙ２ｍ ＋ ５ ≡ ４ｖ２ｍ ＋ ５（ｍｏｄ ｕ２ｍ）
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从而 ４ｙｎ＋５是非平方数．

２） ｋ≡－１（ｍｏｄ ４）时．当 ｔ≡２，３，６，９，１１（ｍｏｄ １２）时，令 ｍ≡２ｔ；当 ｔ≡０，４，８，１０（ｍｏｄ １２）时，令 ｍ≡５·２ｔ；
当 ｔ≡１，５，７ （ｍｏｄ １２）时，令 ｍ≡５２·２ｔ ．则当 ｔ （≥１） （ｍｏｄ １２） ＝ ０，１，２，３，４，５，６，７，８，９，１０，１１ 时，
ｍ（ｍｏｄ ４５）＝ ５，５，４，８，３５，３５，１９，５，２０，１７，３５，２３，对应｛５ｕｍ－４ｖｍ｝（ｍｏｄ ５４１）＝ ３５６，３５６，３３１，４４７，４７９，４７９，
４５５，３５６，２４７，２５０，４７９，４２８，这些数均为模 ５４１的平方非剩余．于是，由式（１０）（１１）及引理 ２，有

４ｙｎ ＋ ５ ≡－ ４ｙ２ｍ ＋ ５ ≡－ ４ｖ２ｍ ＋ ５（ｍｏｄ ｕ２ｍ）
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从而 ４ｙｎ＋５是非平方数．

２　 不定方程 ｘ（ｘ ＋ １）（ｘ ＋ ２）（ｘ ＋ ３） ＝ ２３ｙ（ｙ ＋ １）（ｙ ＋ ２）（ｙ ＋ ３）

先将方程（２）化为

（ｘ２ ＋ ３ｘ ＋ １） ２ － ２３（ｙ２ ＋ ３ｙ ＋ １） ２ ＝ － ２２ （１２）
易知方程 Ｘ２－２３Ｙ２ ＝ －２２的全部整数解［１３］，由以下两个非结合类给出：

±（ｘｎ＋ｙｎ ２３ ）＝ ±（１＋ ２３ ）（ｕｎ＋ｖｎ ２３ ）＝ ±（１＋ ２３ ）（２４＋５ ２３ ） ｎ，ｎ∈Ｚ

±（ｘｎ＋ｙｎ ２３ ）＝ ±（－１＋ ２３ ）（ｕｎ＋ｖｎ ２３ ）＝ ±（－１＋ ２３ ）（２４＋５ ２３ ） ｎ，ｎ∈Ｚ

其中 １＋ ２３是方程 Ｘ２－２３Ｙ２ ＝ －２２的相应结合类的基本解，２４＋５ ２３是 Ｐｅｌｌ方程 ｕ２－２３ｖ２ ＝ １的基本解．
于是方程（２）的解应满足

（２ｘ ＋ ３） ２ ＝ ４ｘｎ ＋ ５ （１３）

（２ｘ ＋ ３） ２ ＝ ４ｘｎ ＋ ５ （１４）

显然必满足 ｘｎ≥－１，ｘｎ≥－１．从而式（１３）（１４）中的 ｘｎ，ｘｎ 只需取

ｘｎ ＋ ｙｎ ２３ ＝ （１ ＋ ２３ ）（ｕｎ ＋ ｖｎ ２３ ） ＝ （１ ＋ ２３ ）（２４ ＋ ５ ２３ ） ｎ，ｎ≥ ０

ｘｎ ＋ ｙｎ ２３ ＝ （ － １ ＋ ２３ ）（ｕｎ ＋ ｖｎ ２３ ） ＝ （ － １ ＋ ２３ ）（２４ ＋ ５ ２３ ） ｎ，ｎ≥ ０
由这两个式子不难推出下列关系式：

ｘｎ＋１ ＝ ４８ｘｎ － ｘｎ－１，ｘ０ ＝ １，ｘ１ ＝ １３９ （１５）

ｘｎ＋１ ＝ ４８ｘｎ － ｘｎ－１，ｘ０ ＝ － １，ｘ１ ＝ ９１ （１６）
ｕｎ＋１ ＝ ４８ｕｎ － ｕｎ－１，ｕ０ ＝ １，ｕ１ ＝ ２４ （１７）
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ｖｎ＋１ ＝ ４８ｖｎ － ｖｎ－１，ｖ０ ＝ ０，ｖ１ ＝ ５ （１８）

ｕ２ｎ ＝ ２ｕ２ｎ － １ ＝ ｕ２ｎ ＋ ２３ｖ２ｎ，ｖ２ｎ ＝ ２ｕｎｖｎ （１９）

ｘｎ ＝ ｕｎ ＋ ２３ｖｎ，ｘｎ ＝ － ｕｎ ＋ ２３ｖｎ （２０）

ｘｎ＋２ｋｍ ≡ （ － １） ｋｘｎ（ｍｏｄ ｕｍ），ｕｎ＋２ｋｍ ≡ （ － １） ｋｕｎ（ｍｏｄ ｕｍ）

ｖｎ＋２ｋｍ ≡ （ － １） ｋｖｎ（ｍｏｄ ｕｍ） （２１）
　 　 下面将证明式（１３）仅当 ｎ＝ ０时成立，式（１４）仅当 ｎ＝ ０时成立，由此求得（２）式的全部正整数解．

２．１　 （２ｘ ＋ ３） ２ ＝ ４ｘｎ ＋ ５解的证明

本节将考察式（１３）的解，即 ｎ 取何值时 ４ｘｎ＋５为完全平方数．

引理 ５　 设 ４ ｜ｍ，ｍ＞０，则
±９２ｖ２ｍ＋５

ｕ２ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝
５ｕｍ±９２ｖｍ
１３１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

证明　 当 ４ ｜ｍ 时，由式（１７）知 ｕｍ≡１（ｍｏｄ ４），ｕｍ≡１（ｍｏｄ ３），ｕｍ≡１（ｍｏｄ ２３），所以有 ｕ２ｍ ＝ ２ｕ２ｍ－１≡
１（ｍｏｄ ８）， ９２ｖｍ±５ｕｍ≡±１（ｍｏｄ ４） ．由式（１９），可推知

± ９２ｖ２ｍ ＋ ５
ｕ２ｍ

æ

è
ç
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ø
÷ ＝

± １８４ｕｍｖｍ ＋ １０ｕ２ｍ
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９２ｖｍ ± ５ｕｍ

ｕ２ｍ
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ｕ２ｍ ＋ ２３ｖ２ｍ
５ｕｍ ± ９２ｖｍ
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è
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÷ ＝ ９０３９
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　 　 引理 ６　 若式（１３）成立，则必须 ｎ≡０（２３×３×５２×７） ．
证明　 同引理 ３的证明类似，用对序列｛４ｘｎ＋５｝取模的方法证明．由于数字 ２３×３×５２×７ 较大，证明分两

步进行．
１） 取模 ２９，３１０９，２２３９，剩余 ｎ≡０，１８，２８，４６，５４（ｍｏｄ ５６） ．取模 ７，４７，１３，１６７，１ ５１１，４ ８７１，剩余 ｎ≡０，６，

４２，６０（ｍｏｄ ８４） ．综合得剩余 ｎ≡０，８４（ｍｏｄ １６８） ．对 ｎ≡８４（ｍｏｄ １６８），令 ｎ≡１６８ｔ１ ＋ ８４，若 ２ ｜ ｔ１，则 ｎ≡
４（ｍｏｄ １６），取 ｍｏｄ ６７３，排除 ｎ≡４（ｍｏｄ １６）；若 ２⫮ｔ１，则 ｎ≡１２（ｍｏｄ １６），取 ｍｏｄ ３１，排除 ｎ≡１２（ｍｏｄ １６） ．剩
余 ｎ≡０（ｍｏｄ １６８） ．

２） 取模 ２ ３５１，１１，２ ８１９，１０１，２ ０９９，４４ ２０１，剩余 ｎ≡０，２，１０，５０（ｍｏｄ １００） ．取模 ７，４７，９ ００１，１４９，５９９，
１９ ０５１，剩余 ｎ≡０，２１，６０，７５，９０，１２０（ｍｏｄ １５０） ．综合得剩余 ｎ≡０，１５０（ｍｏｄ ３００） ．

综上得 ｎ≡０（２３×３×５２×７） ．
引理 ７　 设 ｎ≡０（２３×３×５２×７），仅当 ｎ＝ ０时式（１３）成立．
证明　 令 ｎ＝ ２·ｋ·３·５２·７·２ｔ（ ｔ≥２，ｋ≡１（ｍｏｄ ２）），对｛５ｕｍ±９２ｖｍ｝取 ｍｏｄ １３１所得的两个剩余序列

周期均为 ４４，而 ２ｔ{ }对 ｍｏｄ ４４的剩余序列具有周期 １０．对 ｋ 分两种情况讨论．
１） ｋ≡１（ｍｏｄ ４）时．当 ｔ≡１，３（ｍｏｄ １０）时，令 ｍ≡２ｔ；当 ｔ≡７，９（ｍｏｄ １０）时，令 ｍ≡５·２ｔ；当 ｔ≡

５（ｍｏｄ １０）时，令 ｍ≡５２·２ｔ；当 ｔ≡６，８（ｍｏｄ １０）时，令 ｍ≡３·７·２ｔ；当 ｔ≡２，４（ｍｏｄ １０）时，令 ｍ≡３·５·７·
２ｔ；当 ｔ≡０（ｍｏｄ １０）时，令 ｍ≡３·５２·７·２ｔ ．则当 ｔ（≥２）（ｍｏｄ １０）＝ ０，１，２，３，４，５，６，７，８，９时，ｍ（ｍｏｄ ４４）＝

８，２４，２４，８，８，８，２４，２４，８，８，对应｛５ｕｍ＋９２ｖｍ｝（ｍｏｄ １３１）＝ ８６，６８，６８，８６，８６，８６，６８，６８，８６，８６，这些数均为模

１３１的平方非剩余．于是，由式（２０）（２１）及引理 ５，得
４ｘｎ ＋ ５ ≡ ４ｘ２ｍ ＋ ５ ≡ ９２ｖ２ｍ ＋ ５（ｍｏｄ ｕ２ｍ）
４ｘｎ ＋ ５
ｕ２ｍ
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ø
÷ ＝

９２ｖ２ｍ ＋ ５
ｕ２ｍ
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ø
÷ ＝

５ｕｍ ＋ ９２ｖｍ
１３１
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è
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ø
÷ ＝ － １
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从而 ４ｘｎ＋５非平方数，故仅当 ｎ＝ ０时（１３）式成立．

２） ｋ≡－１（ｍｏｄ ４）时．当 ｔ≡６，８（ｍｏｄ １０）时，令 ｍ≡２ｔ；当 ｔ≡２，４（ｍｏｄ １０）时，令 ｍ≡５·２ｔ；当 ｔ≡
０（ｍｏｄ １０）时，令 ｍ≡５２·２ｔ；当 ｔ≡１，３（ｍｏｄ １０）时，令 ｍ≡３·７·２ｔ；当 ｔ≡７，９（ｍｏｄ １０）时，令 ｍ≡３·５·７·
２ｔ；当 ｔ≡５（ｍｏｄ １０）时，令 ｍ≡３·５２·７·２ｔ ．则当 ｔ（≥２）（ｍｏｄ １０）＝ ０，１，２，３，４，５，６，７，８，９时，ｍ（ｍｏｄ ４４）＝

３６，２０，２０，３６，３６，３６，２０，２０，３６，３６，对应｛５ｕｍ－９２ｖｍ｝（ｍｏｄ １３１）＝ ８６，６８，６８，８６，８６，８６，６８，６８，８６，８６，这些数

均为模 １３１的平方非剩余．于是，由式（２０）（２１）及引理 ５，得
４ｘｎ ＋ ５ ≡－ ４ｘ２ｍ ＋ ５ ≡－ ９２ｖ２ｍ ＋ ５（ｍｏｄ ｕ２ｍ）
４ｘｎ ＋ ５
ｕ２ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

－ ９２ｖ２ｍ ＋ ５
ｕ２ｍ
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÷ ＝

５ｕｍ － ９２ｖｍ
１３１
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ç

ö

ø
÷ ＝ － １

从而 ４ｘｎ＋５非平方数，故仅当 ｎ＝ ０时（１３）式成立．

２．２　 （２ｘ ＋ ３） ２ ＝ ４ｘｎ ＋ ５解的证明

引理 ８　 若式（１４）成立，则必须 ｎ≡０（２３×３×５２×７） ．
证明　 同引理 ６的证明类似，采取对序列｛４ｘｎ＋５｝取模的办法来证明． 由于数字 ２３×３×５２×７ 较大，证明

分两步进行．
１） 取模 ２９，３ １０９，２ ２３９，剩余 ｎ≡０，２８，３０，５２（ｍｏｄ ５６） ．取模 ７，４７，１３，１６７，１５１１，４８７１，剩余 ｎ≡０，３６，

４２，６６（ｍｏｄ ８４） ．综合得剩余 ｎ≡０，８４（ｍｏｄ １６８） ．对 ｎ≡８４（ｍｏｄ １６８），令 ｎ≡１６８ｔ１ ＋ ８４．若 ２ ｜ ｔ１，则 ｎ≡
４（ｍｏｄ １６），取 ｍｏｄ ６７３，排除 ｎ≡４（ｍｏｄ １６）；若 ２⫮ｔ１，则 ｎ≡１２（ｍｏｄ １６），取 ｍｏｄ ３１，排除 ｎ≡１２（ｍｏｄ １６） ．剩
余 ｎ≡０（ｍｏｄ １６８） ．

２） 取模 ２ ３５１，１１，２ ８１９，１０１，２ ０９９，４４ ２０１，剩余 ｎ≡０，４０，５０（ｍｏｄ １００） ．取模 ７，４７，９００１，１４９，５９９，
１９０５１，剩余 ｎ≡０，１５，５４，７５，１０５，１３５（ｍｏｄ １５０） ． 综合得剩余 ｎ≡０，１５０（ｍｏｄ ３００） ．

综上得 ｎ≡０（２３×３×５２×７） ．
引理 ９　 设 ｎ≡０（２３×３×５２×７），仅当 ｎ＝ ０时（１４）式成立．
证明　 当 ｎ≡０（２３×３×５２×７）时，证明过程与引理 ７的一致，这里不再证明．

３　 结　 果

根据前面的讨论，现给出文中的两个主要结果．
定理 １　 不定方程 ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝ ２１ｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）无正整数解．
证明　 由引理 １有（２ｙ＋３） ２ ＝ －４ｙ０＋５＝ １，因此 ｙ＝ －１，－２．由引理 ４有（２ｙ＋３） ２ ＝ ４ｙ０＋５ ＝ ９，因此 ｙ ＝ ０，－３．

由此，容易知道方程（１）仅有 １６ 组平凡解，即（０，０），（０， － １），（０， － ２），（０， － ３），（ － １，０），（ － １， － １），
（－１，－２），（－１，－３），（－２，０），（－２，－１），（－２，－２），（－２，－３），（－３，０），（－３，－１），（－３，－２），（－３，－３） ．因此

不定方程 ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝ ２１ｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）无正整数解．
定理 ２　 不定方程 ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝ ２３ｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）无正整数解．
证明　 由引理 ７知，要式（１３）成立，则必须 ｎ＝ ０，此时 ｘ ＝ ０，－３．由引理 ９ 知，要式（１４）成立，则必须 ｎ ＝

０，此时 ｘ＝ －１，－２．由此，容易知道方程（２）仅有 １６ 组平凡解，即（０，０），（０，－１），（０，－２），（０，－３），（－１，０），
（－１，－１），（－１，－２），（－１，－３），（－２，０），（－２，－１），（－２，－２），（ －２，－３），（ －３，０），（ －３，－１），（ －３，－２）（ －３，
－３） ．因此不定方程 ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝ ２１ｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）无正整数解．
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