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　 　 摘　 要：首先针对函数在区间端点的单侧导数给出反函数相应单侧导数的求导公式； 然后将反函数求

导定理中的可导性条件“函数在某点可导且导数非零”分别换为“函数在某点可导且导数为 ０”与“函数在某

点有无穷导数”， 得到反函数求导定理的各种变体．
关键词：反函数；求导公式；单侧导数
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在微积分中，函数的导数定义与求导法则是微分学的重点知识， 不少文献对此进行了探讨， 如文献［１］
介绍了用导数求极限的方法，文献［２］结合极限、洛必达法则等辨析了导数的概念． 反函数是微积分中另一

个基础概念，而反函数的求导定理是一元函数求导公式的重要组成部分． 相比于其他求导法则，反函数的求

导定理更深刻，它的证明除了使用导数的定义之外，还依赖于反函数的性质，尤其是反函数连续性定理，因
此可以说它是数学分析中一个比较深刻的结论．有文献对反函数求导定理的条件可否减弱进行了仔细的分

析［３］ ．此处从另一角度，即某些特殊情形入手，对此定理进行讨论，目的在于拓广反函数求导定理的使用范

围，进一步深化对反函数求导定理的认识．
在讨论反函数求导定理之前，首先对反函数的概念进行简单的回顾．
定义 １　 设 ｙ＝ ｆ（ ｘ）是从定义域 Ｄ（ ｆ）到值域 Ｚ（ ｆ）的一一对应函数，则对每个 ｙ∈Ｚ（ ｆ）， 有唯一的

ｘ∈Ｄ（ ｆ）使得 ｆ（ｘ）＝ ｙ． 记该对应法则确定的函数为 ｘ＝φ（ｙ）， 称为 ｙ＝ ｆ（ｘ）的反函数，此时 ｙ ＝ ｆ（ｘ）称为直接

函数． 显然 Ｄ（φ）＝ Ｚ（ ｆ）， Ｚ（φ）＝ Ｄ（ ｆ） ．
关于反函数的下列事实将在文中用到：严格单调函数必然有反函数，并且反函数与直接函数具有相同

的单调性，更深入地，有下列反函数连续性定理：
定理 １［４］ 　 设 ｙ＝ ｆ（ｘ）在一个区间 Ｉｘ 上严格单调增加（或减少）， 并且在其中每点连续， 那么它的值域

Ｚ（ ｆ）＝ Ｉｙ ＝｛ｙ ｜ ｙ＝ ｆ（ｘ），ｘ∈Ｉｘ｝也是一个区间， 且它的反函 ｘ＝ ｆ －１（ｙ）在 Ｉｙ 上严格单调增加（相应地， 减少）且
连续．

为了介绍文中的主要结果，先回忆反函数求导定理如下：
定理 ２［５］ 　 设函数 ｙ ＝ ｆ（ ｘ）在某一区间上是严格单调的连续函数， 在区间内一点 ｘ０ 处可导， 且

ｆ ′（ｘ０）≠０， 则 ｙ＝ ｆ（ｘ）的反函数 ｘ＝φ（ｙ）在点 ｙ０ ＝ ｆ（ｘ０）处可导， 且有 φ′（ｙ０）＝
１

ｆ ′（ｘ０）
．

观察定理 １，２，可知其中的 ｘ０ 点仅限于区间的内点，而不包括区间的端点，因为这时函数至多存在单侧



导数．文章首先在命题 １，２中讨论了当 ｘ０ 为区间端点时的情况，对反函数求导定理在区间端点处的特殊情

形加以明确说明；然后，改变反函数求导定理的可导性条件，分别研究了当 ｆ ′（ｘ０）＝ ０，ｆ ′（ｘ０）＝ ∞时反函数求

导定理的各种表现形式．

１　 主要结果及其证明

命题 １　 设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在某一区间［ａ，ａ＋ｒ］上是严格单调增加（或减少）的连续函数， ｆ（ｘ）在点 ａ 的右

导数 ｆ ′＋（ａ）存在且 ｆ ′＋（ａ）≠０， 则 ｙ＝ ｆ（ｘ）在［ａ，ａ＋ｒ］上的反函数 ｘ＝φ（ｙ）在点 ｙ０ ＝ ｆ（ａ）处右导数（相应地，左
导数）存在， 且有

φ′＋（ｙ０） ＝
１

ｆ ′＋（ａ）
；φ′－（ｙ０） ＝

１
ｆ ′＋（ａ）

　 　 证明　 仅证当 ｙ＝ ｆ（ｘ）在［ａ，ａ＋ｒ］上是严格单调增加连续函数的情形，当 ｙ＝ ｆ（ｘ）在［ａ，ａ＋ｒ］上是严格单

调减少连续函数的情形类似可证．
若记 Δｘ＝φ（ｙ０＋Δｙ）－φ（ｙ０）， 注意 ａ＝φ（ｙ０）， 得 Δｘ＋ａ＝φ（ｙ０＋Δｙ）， 从而 ｆ（Δｘ＋ａ）＝ ｆ（φ（ｙ０＋Δｙ））＝ ｙ０＋

Δｙ＝ ｆ（ａ）＋Δｙ， 即 Δｙ＝ ｆ（ａ＋Δｘ）－ｆ（ａ） ． 现考虑极限式 ｌｉｍ
Δｙ→０＋

Δｘ
Δｙ

． 由定理 １可知，φ（ｙ）在区间［ ｆ（ａ），ｆ（ａ＋ｒ）］上

连续且严格单调增加，故由 Δｙ≠０可知 Δｘ≠０且两者同号． 并注意当 Δｙ→０＋时， 由 φ 的连续性及严格单调

性知，Δｘ→０＋，故

ｌｉｍ
Δｙ→０ ＋

Δｘ
Δｙ

＝ ｌｉｍ
Δｘ→０ ＋

１
Δｙ
Δｘ

＝ １

ｌｉｍ
Δｘ→０ ＋

Δｙ
Δｘ

＝ １
ｆ ′＋（ａ）

即 φ′＋（ｙ０）＝
１

ｆ ′＋（ａ）
．

命题 ２　 设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在某一区间［ａ－ｒ，ａ］上是严格单调增加（或减少）的连续函数， ｆ（ｘ）在点 ａ 的左

导数 ｆ ′－（ａ）存在且 ｆ ′－（ａ）≠０， 则 ｙ＝ ｆ（ｘ）在［ａ－ｒ，ａ］上的反函数 ｘ＝φ（ｙ）在点 ｙ０ ＝ ｆ（ａ）处左导数（相应地，右
导数）存在， 且有

φ′－（ｙ０） ＝
１

ｆ ′－（ａ）
；φ′＋（ｙ０） ＝

１
ｆ ′－（ａ）

　 　 由于命题 ２与命题 １的证明类似，故略去．

观察 ｙ＝ ｘ３ 在 ｘ＝ ０处的导数为 ｌｉｍ
Δｘ→０

Δｘ３

Δｘ
＝ ｌｉｍ
Δｘ→０
Δｘ２ ＝ ０，而 ｙ＝ ｘ３ 的反函数 ｘ＝ ｙ

１
３在 ｙ＝ ０处的导数为＋∞ ． 据此

自然猜测：定理 ２中的可导性条件“ ｆ（ｘ）在区间内一点 ｘ０ 处可导， 且 ｆ ′（ｘ０）≠０”可以换成下列条件： “ ｆ（ｘ）
在区间内一点 ｘ０ 处可导， 且 ｆ ′（ｘ０）＝ ０” ． 精确地说，证明了定理 ２的下列变体（命题 ３） ．

命题 ３　 设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上是严格单调增加（或减少）的连续函数， ｘ０∈（ａ，ｂ）且 ｆ′（ｘ０）＝ ０，
则 ｙ＝ ｆ（ｘ）的反函数 ｘ＝φ（ｙ）在点 ｙ０ ＝ ｆ（ｘ０）处不可导，且有 φ′（ｙ０）＝ ＋∞ （相应地，φ′（ｙ０）＝ －∞ ） ．　

证明　 仅证当 ｙ＝ ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上是严格单调增加连续函数的情形，当 ｙ＝ ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上是严格单调减

少连续函数的情形类似可证．

由 ｆ ′（ｘ０）＝ ０知 ｌｉｍΔｘ→０
Δｙ
Δｘ
＝ ０， 其中 Δｙ＝ ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０）， 即 ｆ（ｘ０）＋Δｙ ＝ ｆ（ｘ０＋Δｘ）， 从而 φ（ ｆ（ｘ０） ＋Δｙ）＝

φ（ ｆ（ｘ０＋Δｘ））＝ ｘ０＋Δｘ， 即 Δｘ＝φ（ｙ０＋Δｙ）－φ（ｙ０） ．

从 φ 的连续性及严格单增性可知， 当 Δｙ→０时， Δｘ→０， 且有
Δｙ
Δｘ
＞０， 得 φ′（ｙ０）＝ ｌｉｍΔｙ→０

Δｘ
Δｙ
＝ ｌｉｍ
Δｘ→０

１
Δｙ
Δｘ

＝ ＋∞ ．
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证毕．
正如命题 １，２是定理 ２在区间端点处的表现形式， 对于命题 ３来说， 它也有在区间端点处的版本：命题

４与命题 ５．
命题 ４　 设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在区间［ａ，ａ＋ｒ］上是严格单调增加（或减少）的连续函数， ｆ ′＋（ａ）＝ ０，则 ｙ ＝ ｆ（ｘ）

的反函数 ｘ＝φ（ｙ）在点 ｙ０ ＝ ｆ（ｘ０）处不可导，且有 φ′＋（ｙ０）＝ ＋∞ （相应地，φ′－（ｙ０）＝ －∞ ） ．
证明　 仅证当 ｙ＝ ｆ（ｘ）在［ａ，ａ＋ｒ］上是严格单调减少连续函数的情形，当 ｙ＝ ｆ（ｘ）在［ａ，ａ＋ｒ］上是严格单

调增加连续函数的情形类似可证．
若记 Δｘ＝φ（ｙ０＋Δｙ）－φ（ｙ０）， 注意 ａ＝φ（ｙ０）， 得 Δｘ＋ａ＝φ（ｙ０＋Δｙ）， 从而 ｆ（Δｘ＋ａ）＝ ｆ（φ（ｙ０＋Δｙ））＝ ｙ０＋

Δｙ＝ ｆ（ａ）＋Δｙ， 即 Δｙ＝ ｆ（ａ＋Δｘ）－ｆ（ａ） ． 现考虑极限式 ｌｉｍ
Δｙ→０－

Δｘ
Δｙ
，由定理 １ 可知，φ（ｙ）在区间［ ｆ（ａ＋ｒ），ｆ（ａ）］上

连续且严格单调减少，故当 Δｙ→０－时， Δｘ→０＋， 此时 Δｙ＜０，Δｘ＞０． 再由 ｆ ′＋（ａ）＝ ０ 得 ｌｉｍ
Δｘ→０＋

Δｙ
Δｘ
＝ ０，从而 ｌｉｍ

Δｙ→０－

Δｘ
Δｙ

＝ ｌｉｍ
Δｘ→０＋

１
Δｙ
Δｘ

＝ －∞ ， 即 φ′－（ｙ０）＝ －∞ ．

命题 ５　 设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在区间［ａ－ｒ，ａ］上是严格单调增加（或减少）的连续函数， ｆ ′－（ａ）＝ ０，则 ｙ ＝ ｆ（ｘ）
的反函数 ｘ＝φ（ｙ）在点 ｙ０ ＝ ｆ（ａ）处不可导，且有 φ′－（ｙ０）＝ ＋∞ （相应地，φ′＋（ｙ０）＝ －∞ ） ．

命题 ５与命题 ４的证明类似，略去．
从上面的命题 ３，４，５知，定理 ２中的可导性条件“ ｆ（ｘ）在区间内一点 ｘ０ 处可导，且 ｆ′（ｘ０）≠０”是可以改

变的．下面进一步将其改变成不可导的特殊情况： “ ｆ ′（ｘ０）＝ ∞ ” ．
命题 ６　 设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上是严格单调增加（或减少）的连续函数， ｘ０∈（ａ，ｂ）且 ｆ ′（ｘ０）＝

∞ ． 则 ｆ ′（ｘ０） ＝ ＋∞ （相应地， ｆ ′（ ｘ） ＝ －∞ ）， 且 ｙ ＝ ｆ（ ｘ）的反函数 ｘ ＝ φ（ ｙ）在点 ｙ０ ＝ ｆ（ ｘ０ ）处可导，且
有φ′（ｙ０）＝ ０．

证明　 仅证当 ｙ＝ ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上是严格单调增加连续函数的情形，当 ｙ＝ ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上是严格单调减

少连续函数的情形类似可证．
若记 Δｘ＝φ（ｙ０＋Δｙ）－φ（ｙ０）， 注意 φ（ｙ０）＝ ｘ０， 得 Δｘ＋ｘ０ ＝φ（ｙ０＋Δｙ）， 从而 ｆ（Δｘ＋ｘ０）＝ ｙ０＋Δｙ ＝ ｆ（ｘ０） ＋

Δｙ， 即 Δｙ＝ ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０） ． 已知 ｆ ′（ｘ０）＝ ｌｉｍΔｘ→０
Δｙ
Δｘ
＝∞ ， 并注意由 ｆ（ｘ）的严格单调增加性可知当 Δｘ→０ 时，

Δｙ 与 Δｘ 同号且均非 ０， 故 ｆ ′（ｘ０）＝ ｌｉｍΔｘ→０
Δｙ
Δｘ
＝ ＋∞ ． 再由 φ 的连续性可知当 Δｙ→０时 Δｘ→０， 故

φ′（ｙ０） ＝ ｌｉｍΔｙ→０
Δｘ
Δｙ

＝ ｌｉｍ
Δｘ→０

１
Δｙ
Δｘ

＝ ０

　 　 命题 ７　 设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在区间［ａ，ａ＋ｒ］上是严格单调增加（或减少）的连续函数， ｆ ′＋（ａ）＝ ∞ ，则 ｆ ′＋（ａ）＝
＋∞ （相应地， ｆ ′＋ （ ａ） ＝ －∞ ）， ｙ ＝ ｆ （ ｘ）的反函数 ｘ ＝ φ （ ｙ）在点 ｙ０ ＝ ｆ （ ａ）处满足 φ′＋ （ ｙ０ ） ＝ ０ （相应地，
φ′－（ｙ０）＝ ０） ．

证明　 仅证当 ｙ＝ ｆ（ｘ）在［ａ，ａ＋ｒ］上是严格单调增加连续函数的情形，当 ｙ＝ ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上是严格单调

减少连续函数的情形类似可证．
若记 Δｘ＝φ（ｙ０＋Δｙ）－φ（ｙ０）， 注意 φ（ｙ０）＝ ａ， 得 ａ＋Δｘ＝φ（ｙ０＋Δｙ）， 从而 ｆ（ａ＋Δｘ）＝ ｙ０＋Δｙ， 即 Δｙ ＝ ｆ（ａ

＋Δｘ）－ｆ（ａ） ． 已知 ｆ ′＋（ａ）＝ ｌｉｍ
Δｘ→０＋

Δｙ
Δｘ
＝∞ ， 并注意由 ｆ（ｘ）的严格单调增加性可知当 Δｘ→０＋时， Δｙ 与 Δｘ 同为正
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数， 故 ｆ ′＋（ａ）＝ ｌｉｍ
Δｘ→０＋

Δｙ
Δｘ
＝ ＋∞ ． 再由 φ 的连续性与严格单调增加性可知当 Δｙ→０＋时 Δｘ→０＋， 从而 φ′＋（ｙ０）＝

ｌｉｍ
Δｙ→０＋

Δｘ
Δｙ
＝ ｌｉｍ
Δｘ→０＋

１
Δｙ
Δｘ

＝ ０．

命题 ８　 设函数 ｙ ＝ ｆ（ ｘ）在区间［ ａ－ ｒ，ａ］上是严格单调增加（或减少）的连续函数， ｆ ′－（ ａ） ＝ ∞ ，则
ｆ ′－（ａ）＝ ＋∞ （相应地，ｆ ′－（ａ）＝ －∞ ）， ｙ＝ ｆ（ ｘ）的反函数 ｘ ＝ φ（ ｙ）在点 ｙ０ ＝ ｆ（ａ）处满足 φ′－（ ｙ０）＝ ０ （相应地，
φ′＋（ｙ０）＝ ０） ．

命题 ８的证明同命题 ７， 略．
命题 ６，７，８可以看成当定理 ２中的可导性条件变为某点处导数为无穷时，分别考虑该点为区间内部的

点、区间的左端点、区间的右端点 ３种情况得到的反函数求导公式的变体．
最后给出一个例子简单说明文中结果的应用．
例 １　 设 φ（ｙ）＝ ａｒｃｓｉｎ ｙ， ｙ∈［－１，１］， 求 φ′＋（－１）与 φ′－（１） ．

解　 注意 φ（ｙ）＝ ａｒｃｓｉｎ ｙ， ｙ∈［－１，１］是 ｆ（ｘ）＝ ｓｉｎ ｘ，ｘ∈［－π
２
，π
２
］的反函数． ｆ（ｘ）＝ ｓｉｎ ｘ 在［－ π

２
，π
２
］上

是严格单调增加的连续函数． 注意 ｆ ′＋ （ －
π
２
） ＝ ｃｏｓ （ － π

２
） ＝ ０， ｆ （ － π

２
） ＝ ｓｉｎ （ － π

２
） ＝ － １， 由命题 ４

得φ′＋（－１）＝ ＋∞ ．

再注意 ｆ ′－（
π
２
）＝ ｃｏｓ π

２
＝ ０， ｆ（ π

２
）＝ ｓｉｎ π

２
＝ １， 由命题 ５得 φ′－（１）＝ ＋∞ ．
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