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　 　 摘　 要：主要是对 Ｊｏｎａｔｈｏｎ Ｐｅｔｅｒｓｏｎ的著名的二项式等式及其推广采用了一种新的方法———围线积分

进行证明，并且采用柯西留数定理对它们进行了 ｑ 化；与此同时也得到了一些类似于 Ｊｏｎａｔｈｏｎ Ｐｅｔｅｒｓｏｎ 的二

项式等式的新的二项式等式及其 ｑ 化等式．
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１　 预备知识

引理 １［１］（柯西留数定理） 　 ｆ（ ｚ）在周线或复周线 Ｃ 所范围的区域 Ｄ 内，除 ａ１，ａ２，…，ａｎ 外解析，在闭区

域Ｄ＝Ｄ＋Ｃ 上除 ａ１，ａ２，…，ａｎ 外连续，则（“大范围”积分）

∫
Ｃ
ｆ（ ｚ）ｄｚ ＝ ２πｉ􀰐

ｎ

ｋ ＝ １
Ｒｅｓ
ｚ ＝ ａｋ

ｆ（ ｚ） （１）

　 　 引理 ２［２］ 　 ｆ（ ｚ）是一个在［０，＋∞ ］上解析的有理函数，那么

􀰐
ｎ

ｋ ＝ ０
－ １( ) ｋ

ｎ

ｋ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｆ（ｋ） ＝

－ １( ) ｎ

２πｉ ∫Ｃ
ｎ！

ｚ ｚ － １( ) … ｚ － ｎ( )
ｆ（ ｚ）ｄｚ （２）

其中 Ｃ 是一个仅围住极点 ０，１，２，…，ｎ 的正向封闭曲线．

定义 １［３］ 　 对于任意的 ｎ，ｋ∈Ｎ，定义 ｑ－二项式定理为

ｎ

ｋ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｑ

＝
ｑ；ｑ( ) ｎ

ｑ；ｑ( ) ｋ ｑ；ｑ( ) ｎ－ｋ
（３）

其中，（ ｚ；ｑ） ｎ ＝（１－ｚ）（１－ｚｑ）…（１－ｚｑｎ－１） ．

引理 ３［４］ 　 ｆ（ ｚ）是一个在［０，＋∞ ］上解析的有理函数，那么

􀰐
ｎ

ｋ ＝ ０
－ １( ) ｋ－１ｑ

ｋ

２
( ) ｎ

ｋ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｑ

ｆ ｑ －ｋ( ) ＝ １
２πｉ∫Ｃ

ｑ；ｑ( ) ｎ

ｚ；ｑ( ) ｎ＋１
ｆ（ ｚ）ｄｚ （４）

其中 Ｃ 是一个仅围住极点 １，ｑ－１，ｑ－２，…，ｑ－ｎ的正向封闭曲线．



２　 Ｊｏｎａｔｈｏｎ Ｐｅｔｅｒｓｏｎ的著名二项式等式的新证明

在文献［５］中，Ｊｏｎａｔｈｏｎ Ｐｅｔｅｒｓｏｎ已经给出了利用两种不同的随机分布来求同一事件概率的方法，对著

名的二项式等式（５）给出了一个有趣的概率证明．这里将对其采用围线积分的新方法来进行证明．
定理 １［５］ 　 若所有的 θ＞０，并且所有的 ｎ∈Ｎ，那么

􀰐
ｎ

ｋ ＝ ０
（ － １） ｋ ｎ

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
θ ＋ ｋ

＝􀰒
ｎ

ｋ ＝ １

ｋ
θ ＋ ｋ

（５）

　 　 证明　 在式（２）中取 ｆ（ ｚ）＝ θ
ｚ＋θ
，利用式（１）计算留数，有

􀰐
ｎ

ｋ ＝ ０
－ １( ) ｋ ｎ

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
θ ＋ ｋ

＝ － １( ) ｎ

２πｉ ∫Ｃ
ｎ！

ｚ ｚ － １( ) … ｚ － ｎ( )

θ
θ ＋ ｚ
ｄｚ ＝

－ １( ) ｎ＋１ Ｒｅｓ
ｚ ＝ － θ

ｎ！
ｚ ｚ － １( ) … ｚ － ｎ( )

θ
θ ＋ ｚ

＝

－ １( ) ｎ＋１ ｌｉｍ
ｚ→－ θ

θｎ！
ｚ ｚ － １( ) … ｚ － ｎ( )

＝

－ １( ) ｎ＋１ θｎ！
－ θ － θ － １( ) … － θ － ｎ( )

＝ 􀰒
ｎ

ｋ ＝ １

ｋ
θ ＋ ｋ

　 　 定理 ２［５］ 　 若所有的 θ＞０，并且所有的 ｎ，ｍ∈Ｎ，那么

􀰐
ｎ

ｋ ＝ ０
（ － １） ｋ ｎ

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
θ ＋ ｋ
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÷

ｍ

＝􀰒
ｎ

ｋ ＝ １

ｋ
θ ＋ ｋ

１ ＋􀰐
ｍ－１

ｊ ＝ １
􀰐

１≤ｋ１≤…≤ｋ ｊ≤ｎ

θ ｊ

θ ＋ ｋ１( ) … θ ＋ ｋ ｊ( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ （６）

　 　 证明　 在式（２）中取 ｆ（ ｚ）＝ θ
ｚ＋θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

，类似定理 １的证明，可证明此结论成立．

３　 ｑ 化 Ｊｏｎａｔｈｏｎ Ｐｅｔｅｒｓｏｎ的著名二项式等式

ｑ 化是超几何级数中的一个很好的数学分支内容，更多的 ｑ 超几何级数的知识可以参见文献［３］ ．这里

将利用柯西留数定理对 Ｊｏｎａｔｈｏｎ Ｐｅｔｅｒｓｏｎ的著名二项式等式进行 ｑ 化．
定理 ３　 若所有的 θ＞０，并且所有的 ｎ，ｍ∈Ｎ，那么

􀰐
ｎ

ｋ ＝ ０
－ １( ) ｋｑ

ｋ

２( ) ｎ
ｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｑ

θ
ｑ －ｋ － ｑθ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

＝
θｍ ｑ；ｑ( ) ｎ

􀰒
ｎ

ｋ ＝ ０
１ － ｑθ＋ｋ( )

􀰐
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ｑｋ１＋ｋ２＋…＋ｋｍ－１

１ － ｑｋ１＋θ( ) … １ － ｑｋｍ－１＋θ( )
（７）

　 　 证明　 在式（４）中取 ｆ（ ｚ）＝
θ

ｚ－ｑθ
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，利用式（１）计算留数，有
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ø
÷

ｍ

＝

－ ｚ － ｑθ( ) ｍ－１[ ]
θｍ ｑ；ｑ( ) ｎ

１ － ｚ( ) １ － ｚｑ( ) … １ － ｚｑｎ( )
＝
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－ ｚｍ－１[ ]
θｍ ｑ；ｑ( ) ｎ

１ － ｑθ － ｚ( ) １ － ｑ１＋θ － ｚｑ( ) … １ － ｑｎ＋θ － ｚｑｎ( )
＝

－
θｍ ｑ；ｑ( ) ｎ

􀰒
ｎ

ｋ ＝ ０
１ － ｑθ＋ｋ( )

ｚｍ－１[ ]
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１ － ｚ
１ － ｑθ

æ
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ø
÷ １ － ｚｑ

１ － ｑ１＋θ
æ

è
ç
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ø
÷… １ － ｚｑｎ

１ － ｑｎ＋θ
æ
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ø
÷

＝

－
θｍ ｑ；ｑ( ) ｎ

􀰒
ｎ

ｋ ＝ ０
１ － ｑθ＋ｋ( )

ｚｍ－１[ ] 􀰐
ｊ≥０
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÷ 􀰐

ｊ≥０

ｚｑ
１ － ｑ１＋θ
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ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷… 􀰐

ｊ≥０

ｚｑｎ
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ｊ
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÷ ＝

－
θｍ ｑ；ｑ( ) ｎ

􀰒
ｎ

ｋ ＝ ０
１ － ｑθ＋ｋ( )

􀰐
０≤ｋ１≤…≤ｋｍ－１≤ｎ

ｑｋ１＋ｋ２＋…＋ｋｍ－１

１ － ｑｋ１＋θ( ) … １ － ｑｋｍ－１＋θ( )

　 　 推论 １　 若所有的 θ＞０，那么

􀰐
ｎ

ｋ ＝ ０
－ １( ) ｋｑ

ｋ

２( ) ｎ
ｋ

é

ë
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ê
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ｑ

θ
ｑ －ｋ － ｑθ

＝
θ ｑ；ｑ( ) ｎ

􀰒
ｎ

ｋ ＝ ０
１ － ｑθ＋ｋ( )

（８）

　 　 证明　 在式（７）中取 ｍ＝ １，并且定义􀰒 ｎ

ｋ ＝ ｎ＋１
＝ １，􀰐 ０

ｉ ＝ １
＝ ０，可以得到式（８） ．

注 １　 分别给式（７）（８）两边同时乘以（１－ｑ）ｍ 与 １－ｑ，并且让 ｑ→１，就可以得到式（５）和式（６），显然式

（７）（８）是 Ｊｏｎａｔｈｏｎ Ｐｅｔｅｒｓｏｎ的著名二项式等式的一个 ｑ 化等式．

４　 一些新的结果及其 ｑ 化

最后，利用柯西留数定理得到了一些类似于 Ｊｏｎａｔｈｏｎ Ｐｅｔｅｒｓｏｎ 的著名二项式等式的新等式及其 ｑ 化

公式．
定理 ４　 若所有的 θ＞０，并且所有的 ｎ，ｍ∈Ｎ，那么当 θ∉｛０，１，…，ｎ｝时，有

􀰐
ｎ

ｋ ＝ ０
－ １( ) ｋ ｎ

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
ｋ － θ

ｍ

＝ － １( ) ｎ＋１ θ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

－ １( ) ｍ＋１ ＋􀰐
ｍ－１

ｊ ＝ １
􀰐

１≤ｋ１≤…≤ｋ ｊ≤ｎ

θ ｊ

ｋ１ － θ( ) … ｋ ｊ － θ( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ （９）

当 θ∈｛０，１，…，ｎ｝时，有

􀰐
ｎ

ｋ ＝ ０
ｋ≠θ

－ １( ) ｋ ｎ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
ｋ － θ
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ø
÷

ｍ

＝ － １( ) θ＋１ ｎ
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １( ) ｍ ＋􀰐

ｍ

ｊ ＝ １
􀰐

１≤ｋ１≤…≤ｋ ｊ≤ｎ
ｋ１，ｋ２，…，ｋ ｊ≠θ

θ ｊ

ｋ１ － θ( ) … ｋ ｊ － θ( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１０）

　 　 证明　 类似定理 １的证明，在式（２）中取 ｆ（ ｚ）＝ θ
ｚ－θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

，并且分别取 Ｃ 是一个仅围住极点 ０，１，２，…，ｎ

与仅围住极点 ０，１，…，θ－１，θ＋１，…，ｎ 的正向封闭曲线，利用式（１）计算留数，就可以证明式（９）和（１０）
成立．

定理 ５　 若所有的 θ＞０，并且所有的 ｎ，ｍ∈Ｎ，那么当 θ∉｛０，１，…，ｎ｝时，有

􀰐
ｎ

ｋ ＝ ０
－ １( ) ｋｑ

ｋ

２( ) ｎ
ｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｑ

θ
ｑ －ｋ － ｑ －θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

＝

θｍ ｑ；ｑ( ) ｎ

􀰒
ｎ

ｋ ＝ ０
（１ － ｑｋ－θ）

􀰐
０≤ｋ１≤…≤ｋｍ－１≤ｎ

ｑｋ１＋ｋ２＋…＋ｋｍ－１

１ － ｑｋ１－θ( ) １ － ｑｋ２－θ( ) … １ － ｑｋｍ－１－θ( )
（１１）

当 θ∈｛０，１，…，ｎ｝时，有
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􀰐
ｎ

ｋ ＝ ０
ｋ≠θ

－ １( ) ｋｑ
ｋ

２( ) ｎ
ｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｑ

θ
ｑ －ｋ － ｑ －θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

＝

－
ｑ －θθｍ ｑ；ｑ( ) ｎ

􀰒
ｎ

ｋ ＝ ０，ｋ≠θ
１ － ｑｋ－θ( )

􀰐
０≤ｋ１≤…≤ｋｍ≤ｎ
ｋ１，ｋ２，…ｋｍ≠θ

ｑｋ１＋ｋ２＋…＋ｋｍ

１ － ｑｋ１－θ( ) １ － ｑｋ２－θ( ) … １ － ｑｋｍ－θ( )
（１２）

　 　 证明　 类似定理 ３的证明，在式（４）中取 ｆ（ ｚ）＝
θ

ｚ－ｑ－θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

，分别取 Ｃ 是一个仅围住极点 １，ｑ－１，…，ｑ－ｎ，与

仅围住极点 １，ｑ－１，…，ｑ－θ＋１，ｑ－θ－１，…，ｑ－ｎ的正向封闭曲线，利用式（１）计算留数，就可以证明式（１１）和（１２）
成立．

注 ２　 分别给式（１１）和（１２）两边同时乘以（１－ｑ）ｍ，并且让 ｑ→１，可以得到式（９）和（１０），显然，得到了

式（９）和（１０）的一个 ｑ 化等式．
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