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　 　 摘　 要：相位分布是定义为某个马氏跳过程吸收时间的分布，它在正半轴上形成了一类可以在普遍性

与易处理之间的平衡点，任何正的分布都可以由相位分布无限接近；在带常利率的时间间隔为相位分布的

更新风险模型下，用概率方法得出了相位分布的一些基本性质及 Ｇｅｒｂｅｒ⁃Ｓｈｉｕ折现罚金函数的确切解．
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在带常利率的更新风险模型下，ｔ 时刻资产余额 Ｕβ（ ｔ）满足的微分方程为 ｄＵβ（ ｔ）＝ ｃｄｔ＋βＵβ（ ｔ）ｄｔ－ｄＸ（ ｔ） ．
其中常数 ｕ≥０是保险公司的初始盈余额；常数 ｃ＞０表示保费收益率；常数 β＞０是常利率；Ｘ（ ｔ）表示 ｔ 时刻为

止的的理赔额总和；更新过程 Ｎ（ｔ）；ｔ≥０{ }表示 ｔ 时刻为止的总索赔次数；索赔额 Ｚｊ{ } 是独立同分布随机变量，

其分布函数和概率密度函数分别为 Ｆ（ｘ）和 ｐ（ｘ）； Ｘ（ｔ） ＝ Ｎ（ ｔ）

ｋ ＝ １
Ｚｋ ；Ｓｋ 表示第 ｋ 次索赔发生时刻，其中 Ｓ０ ＝０；

索赔时间间隔 Ｔｊ ＝Ｓｊ－Ｓｊ－１，ｊ≥１是独立同分布的正随机变量，其共同分布为参数为（α，Ｂ，ｂ）的相位分布．
相位分布是风险理论中最常见的分布之一，近年来人们越来越关注时间间隔为相位分布的

ＳｐａｒｒｅＡｎｄｅｒｓｅｎ模型．例如 Ｊｉａｎｄｏｎｇ Ｒｅｎ（２００８） ［１］研究了破产前瞬间资产余额和破产时赤字的联合分布函

数；Ｍｉｎ Ｓｏｎｇ，Ｑｉｎｇｂｉｎ Ｍｅｎｇ，Ｒｏｎｇ Ｗｕ，Ｊｉａｎｄｏｎｇ Ｒｅｎ（２０１０） ［２］研究了 Ｇｅｒｂｅｒ⁃Ｓｈｉｕ折现罚金函数．
对 Ｇｅｒｂｅｒ⁃Ｓｈｉｕ折现罚金函数的研究是破产理论主要研究的问题之一，它为研究破产前瞬间资产余额和

破产时赤字的联合密度提供了统一的方法．对此问题的研究始于 Ｇｅｒｂｅｒａｎｄ Ｓｈｉｕ（１９９８） ［３］；Ｌｉｎ（２００３）研究了

时间间隔为 Ｅｒｌａｎｇ（２）；李平（２０１３） ［４］研究了双 Ｐｏｉｓｓｏｎ风险模型下 Ｇｅｒｂｅｒ⁃Ｓｈｉｕ函数．
常利息率更新风险模型也是现代风险理论研究的重要方面，许多人做过这方面的工作．例如 Ｓｕｎｄｔａｎｄ

Ｔｅｕｇｅｌｓ（１９９７），Ｒｏｎｇ Ｗｕ，Ｙｕｈｕａ Ｌｕ，Ｙｉｎｇ Ｆａｎｇ（２００８） ［５］ ．在带常利息率索赔时间间隔为相位分布的更新风险

模型下，从相位的各个状态开始研究，用概率方法得出了相位分布的一些基本性质以及 Ｇｅｒｂｅｒ⁃Ｓｈｉｕ 折现罚

金函数的确切解．

１　 相位分布性质

若记 Ｊ（ ｔ）为 ｔ 时刻马氏链的状态，Ｊ（ ｔ）有 ｎ 个暂态 １，２，…，ｎ{ }和一个吸收态 ｎ＋１．
Ｂ ＝ （ｂｉ，ｊ） ｎ×ｎ，ｂＴ ＝ ＢｅＴ ＝ （ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ） Ｔ，ｅ ＝ （１，１，…，１）

ｂ ｊ 是从暂态 ｊ 跳到吸收态的密度，ｂｉ，ｊ是从暂态 ｉ 跳到暂态 ｊ 的密度，其中 ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ，则有 Ｔ ｊ ＝Ｔ１ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ≥



０ Ｊ（ ｔ）＝ ｎ＋１｝（ ｊ≥１），记 Ｑ＝
Ｂ ｂＴ

０ ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 为相位的密度矩阵，０ 为元素为零的 ｎ 维行向量，相位的转移矩阵

为ｐ＝（ｐｉｊ） ｎ×ｎ ．
记 ｐｔ ＝（ｐｔ

ｉｊ） （ｎ＋１）×（ｎ＋１）为经过时间 ｔ 的转移矩阵，即 ｐｔ
ｉｊ ＝Ｐ（Ｊ（ ｔ）＝ ｊ Ｊ（０）＝ ｉ），则

ｐｔ ＝ ｅｘｐ（Ｑｔ） ＝
ｎ

ｊ ＝ １

（Ｑｔ） ｊ

ｊ！
＝
ｅＢｔ ｅ － ｅＢｔｅ
０ １

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

α＝（α１，α２，…，αｎ）是初始分布概率，其中 αｉ ＝Ｐ（Ｘ０ ＝ ｉ） ．
考虑从状态 ｉ 出发，Ｔ ｊ 的密度函数为 ｇ（ ｔ ｉ），由索赔发生即为相位状态转到吸收态，故可设索赔前相位

处在暂态 ｊ，则其在［ ｔ，ｔ＋ｄｔ］时间内跳到吸收态的概率为 ｂ ｊｄｔ，故而

ｇ（ ｔ ｉ）ｄｔ ＝ Ｐ（Ｔ ｊ ∈ ｔ，ｔ ＋ ｄｔ[ ] Ｊ（０） ＝ ｉ） ＝
ｎ

ｊ ＝ １
ｐｔｉｊｂ ｊｄｔ ＝

ｎ

ｊ ＝ １
（ｅＢｔ） ｉｊｂ ｊｄｔ ＝ ＥｉｅＢｔｂＴｄｔ

故 ｇ（ ｔ ｉ）＝ ＥｉｅＢｔｂＴ，其中 Ｅｉ 为第 ｉ 个位置为 １，其余位置都为 ０的 ｎ 维行向量．

记 ｇ（ ｔ）＝ （ｇ（ ｔ １），ｇ（ ｔ ２），…，ｇ（ ｔ ｎ）） Ｔ，由 ｇ（ ｔ ｉ）为 Ｔ ｊ 的密度函数，则

ｇ（ ｔ） ＝ αｇ（ ｔ） ＝
ｎ

ｉ ＝ １
αｉｇ（ ｔ ｉ） ＝

ｎ

ｉ ＝ １


ｎ

ｊ ＝ １
αｉ（ｅＢｔ） ｉｊｂ ｊｄｔ ＝ αｅＢｔｂＴ

　 　 记从状态 ｉ 出发，Ｔ ｊ 的分布函数为 Ｇ（ ｔ ｉ），可知 １－Ｇ（ ｔ ｉ）表示从状态 ｉ 出发，到 ｔ 时刻还未到达吸收态

的概率，则有

１ － Ｇ（ ｔ ｉ） ＝ Ｐ（Ｊ（ ｔ） ∈ １，２，…，ｎ{ } Ｊ（０） ＝ ｉ） ＝


ｎ

ｊ ＝ １
ｐｔｉｊ ＝

ｎ

ｊ ＝ １
（ｅＢｔ） ｉｊ ＝ ＥｉｅＢｔｅ

故

Ｇ（ ｔ ｉ） ＝ １ － ＥｉｅＢｔｅ
记 Ｇ（ ｔ）＝ （Ｇ（ ｔ １），Ｇ（ ｔ ２），…，Ｇ（ ｔ ｎ）） Ｔ，则 Ｔ ｊ 的分布函数 Ｇ（ ｔ ｉ）满足

１ － Ｇ（ ｔ ｉ） ＝ α（ｅＴ － Ｇ（ ｔ）） ＝
ｎ

ｉ ＝ １
αｉＥｉｅＢｔｅ ＝ αｅＢｔｅ

故

Ｇ（ ｔ ｉ） ＝ １ － αｅＢｔｅ

２　 主要结论

期望折现函数是破产前瞬间资产余额和破产时赤字的期望折现，当初始余额为 ｕ 时，定义为

φβ（ｕ） ＝ Ｅ ｅ －δＴβω（Ｕβ（Ｔ
－
β ）， Ｕβ（Ｔβ） ） Ｉ（Ｔβ ＜ ∞） Ｕβ（０） ＝ ｕ[ ]

其中 Ｔβ 为破产时刻，定义为

Ｔβ ＝ ｉｎｆ ｔ：Ｕβ（ ｔ） ＜ ０{ }

Ｕβ（Ｔ
－
β ）为破产前瞬间资产余额， ｜Ｕβ（Ｔβ） ｜为破产时赤字，ω（ｘ１，ｘ２）是破产前瞬间资产余额和破产时赤字的

非负罚金函数，折现因子 δ 是非负参数，Ｉ 是示性函数．
因为索赔发生才有可能导致破产，故而可定义从状态 ｉ 出发，初始余额为 ｕ 时，在第 ｋ 次索赔发生后破

产的期望折现罚金函数为

φｉ，β，ｋ（ｕ） ＝ Ｅ ｅ －δＴβω（Ｕβ（Ｔ
－
β ）， Ｕβ（Ｔβ） ） Ｉ（Ｔβ ＜ ∞），Ｔβ ＝ ＳＫ Ｕβ（０） ＝ ｕ[ ]

　 　 定理 １　 对任意的 ｕ，δ≥０，β＞０，当 ｋ≥２时
（ｉ） 当 β＞０时
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φｉ，β，ｋ（ｕ） ＝ ∫∞
ｕ

（ｃ ＋ βｕ）
δ
β

（ｃ ＋ βｙ）
δ
β ＋１

ＥｉｅＢ
１
β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫

ｙ

０


ｎ

ｊ ＝ １
α ｊφｊ，β，（ｋ－１）（ｙ － ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ

　 　 （ ｉｉ） 当 β＝ ０时

φｉ，β，ｋ（ｕ） ＝ ∫∞
ｕ

１
ｃ
ｅ

－δ（ｙ－ｕ）
ｃ ＥｉｅＢ

ｙ－ｕ
ｃ ∫

ｙ

０


ｎ

ｊ ＝ １
α ｊφｊ，β，（ｋ－１）（ｙ － ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ

且有

φ ｉ，β，１（ｕ） ＝
∫∞
ｕ

（ｃ ＋ βｕ）
δ
β

（ｃ ＋ βｙ）
δ
β ＋１

ＥｉｅＢ
１
β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫∞

ｙ
ω（ｙ，ｘ － ｙ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ　 　 当 β ＞ ０时

∫∞
ｕ

１
ｃ
ｅ

－δ（ｙ－ｕ）
ｃ ＥｉｅＢ

ｙ－ｕ
ｃ ｂＴ∫∞

ｙ
ω（ｙ，ｘ － ｙ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ 当 β ＝ ０时

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

证明　 下面考虑第一次索赔发生时 φｉ，β，ｋ（ｕ）与 φｊ，β，（ｋ－１）（ｕ）之间的关系，其中 ｋ≥２，ｊ＝ １，２，…，ｎ．

｛Ｔβ ＝ Ｓｋ｝ ＝ ｛Ｕβ（Ｓ ｊ） ＞ ０，Ｕβ（Ｓ
－
ｊ ） ＞ ０，ｊ ＜ ｋ｝ ∩ ｛Ｕβ（Ｓｋ） ≤ ０，Ｕβ（Ｓ

－
ｋ ） ＞ ０｝

即第 ｋ 次索赔时破产意味着在 Ｓｋ 时刻之前都没破产，从而在 ｋ≥２ 时，破产时刻 Ｓｋ 满足以下条件：相位从状

态 ｉ 出发，第一次到吸收态时没有破产，而后重新从状态 ｊ 出发，经过 ｋ－１ 次索赔后最终破产，从而若 Ｓｋ ＝ ｔ，

则第一次索赔发生时索赔额 ｘ≤ｕｅβｔ＋ｃ ｅ
βｔ－１
β
，而从状态 ｉ 出发，Ｔ ｊ 的密度函数 ｇ（ ｔ ｉ）＝ ＥｉｅＢｔｂＴ，且由索赔额的

密度函数为 ｐ（ｘ），可得

当 β＞０时，

φｉ，β，ｋ（ｕ） ＝ ∫∞
０
ｅ －δｔｇ（ ｔ ｉ）∫ｕｅ

βｔ＋ｃｅ
βｔ－１
β

０


ｎ

ｊ ＝ １
α ｊφｊ，β，（ｋ－１） ｕｅβｔ ＋ ｃ ｅ

βｔ － １
β

－ ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｐ（ｘ）ｄｘｄｔ ＝

∫∞
０
ｅ －δｔＥｉｅＢｔｂＴ∫ｕｅ

βｔ＋ｃｅ
βｔ－１
β

０


ｎ

ｊ ＝ １
α ｊφｊ，β，（ｋ－１） ｕｅβｔ ＋ ｃ ｅ

βｔ － １
β

－ ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｐ（ｘ）ｄｘｄｔ

令 ｙ＝ｕｅβｔ＋ｃ ｅ
Ｂｔ－１
β
，则由 ｔ∈（０，∞ ），可知 ｙ∈（ｕ，∞ ），且

ｔ ＝ １
β
ｌｎ ｃ ＋ βｙ

ｃ ＋ βｕ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｄｔ ＝ １

ｃ ＋ βｙ
ｄｙ

故

φｉ，β，ｋ（ｕ） ＝ ∫∞
０

ｃ ＋ βｙ
ｃ ＋ βｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－δ
β １
ｃ ＋ βｙ

ＥｉｅＢ
１
β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫ｙ

０


ｎ

ｊ ＝ １
α ｊφｊ，β，（ｋ－１）（ｙ － ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ ＝

∫∞
ｕ

（ｃ ＋ βｕ）
δ
β

（ｃ ＋ βｙ）
δ
β ＋１

ＥｉｅＢ
１
β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫

ｙ

０


ｎ

ｊ ＝ １
α ｊφｊ，β，（ｋ－１）（ｙ － ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ

当 β＝ ０时，

φｉ，β，ｋ（ｕ） ＝ ∫∞
０
ｅ －δｔｇ（ ｔ ｉ）∫ｕ＋ｃｔ

０


ｎ

ｊ ＝ １
α ｊφｊ，β，（ｋ－１）（ｕ ＋ ｃｔ － ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｔ ＝

∫∞
０
ｅ －δｔＥｉｅＢｔｂＴ∫ｕ＋ｃｔ

０


ｎ

ｊ ＝ １
α ｊφｊ，β，（ｋ－１）（ｕ ＋ ｃｔ － ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｔ

令 ｙ＝ｕ＋ｃｔ，则

φｉ，β，ｋ（ｕ） ＝ ∫∞
０

１
ｃ
ｅ

－δ（ｙ－ｕ）
ｃ ＥｉｅＢ

ｙ－ｕ
ｃ ｂＴ∫ｙ

０


ｎ

ｊ ＝ １
α ｊφｊ，β，（ｋ－１）（ｙ － ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ
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　 　 在 Ｓ１ 时破产，意味着第一跳就破产，从而第一次索赔额 ｘ＞ｕｅβｔ＋ｃ ｅ
βｔ－１
β
，故当 β＞０时，

φｉ，β，１（ｕ） ＝ ∫∞
０
ｅ －δｔｇ（ ｔ ｉ）∫∞

ｕｅβｔ＋ｃｅ
βｔ－１
β

ω ｕｅβｔ ＋ ｃ ｅ
βｔ － １
β
，ｘ － ｕｅβｔ ＋ ｃ ｅ

βｔ － １
β

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐ（ｘ）ｄｘｄｔ

令 ｙ＝ｕｅβｔ＋ｃ ｅ
Ｂｔ－１
β
，可得

φｉ，β，１（ｕ） ＝ ∫∞
ｕ

（ｃ ＋ βｙ）
（ｃ ＋ βｕ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

－δ ／ β １
ｃ ＋ βｙ

ＥｉｅＢ
１
β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫∞

ｙ
ω（ｙ，ｘ － ｙ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ

∫∞
ｕ

（ｃ ＋ βｕ） δ ／ β

（ｃ ＋ βｙ） δ ／ β＋１ＥｉｅＢ
１
β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫∞

ｙ
ω（ｙ，ｘ － ｙ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ

当 β＝ ０时，

φｉ，β，１（ｕ） ＝ ∫∞
ｕ
ｅ －δｔｇ（ ｔ ｉ）∫∞

ｕ＋ｃｔ
ω（ｕ ＋ ｃｔ，ｘ － （ｕ ＋ ｃｔ））ｐ（ｘ）ｄｘｄｔ

令 ｙ＝ｕ＋ｃｔ，则

φｉ，β，１（ｕ） ＝ ∫∞
ｕ

１
ｃ
ｅ

－δ（ｙ－ｕ）
ｃ ＥｉｅＢ

ｙ－ｕ
ｃ ｂＴ∫∞

ｙ
ω（ｙ，ｘ － ｙ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ

　 　 推论 １　 对任意的 ｕ，δ≥０，β＞０，当 ｋ≥２时

φβ，ｋ（ｕ） ＝
∫∞
ｕ

（ｃ ＋ βｕ） δ ／ β

（ｃ ＋ βｙ） δ ／ β＋１αｅ
Ｂ １β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫ｙ

０
φβ，ｋ－１（ｙ － ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ，当 β ＞ ０时

∫∞
ｕ

１
ｃ
ｅ
－ δ（ｙ － ｕ）

ｃ
αｅＢ

ｙ－ｕ
ｃ ｂＴ∫ｙ

０
φβ，ｋ－１（ｙ － ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ，当 β ＝ ０时

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

且有

φβ，１（ｕ） ＝
∫∞
ｕ

（ｃ ＋ βｕ） δ ／ β

（ｃ ＋ βｙ） δ ／ β＋１αｅ
Ｂ １β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫∞

ｙ
ω（ｙ，ｙ － ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ，当 β ＞ ０时

∫∞
ｕ

１
ｃ
ｅ
－ δ（ｙ － ｕ）

ｃ
αｅＢ

ｙ－ｕ
ｃ ｂＴ∫∞

ｙ
ω（ｙ，ｙ － ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ 当 β ＝ ０时

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

　 　 证明　 若记

Φβ，ｋ（ｕ） ＝ （φ１，β，ｋ（ｕ），φ２，β，ｋ（ｕ），…，φｎ，β，ｋ（ｕ）） Ｔ

则

φβ，ｋ（ｕ） ＝ αΦβ，ｋ（ｕ）
由定理 １可知，当 β＞０时，

φβ，ｋ（ｕ） ＝
ｎ

ｉ ＝ １
αｉ∫∞

ｕ

（ｃ ＋ βｕ） δ ／ β

（ｃ ＋ βｙ） δ ／ β＋１ＥｉｅＢ
１
β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫

ｙ

０


ｎ

ｊ ＝ １
α ｊφｊ，β，（ｋ－１）（ｙ － ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ ＝

∫∞
ｕ

（ｃ ＋ βｕ） δ ／ β

（ｃ ＋ βｙ） δ ／ β＋１
ｎ

ｉ ＝ １
αｉＥｉｅＢ

１
β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫

ｙ

０


ｎ

ｊ ＝ １
α ｊφｊ，β，（ｋ－１）（ｙ － ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ ＝

∫∞
ｕ

（ｃ ＋ βｕ） δ ／ β

（ｃ ＋ βｙ） δ ／ β＋１
ｎ

ｉ ＝ １
αｉＥｉｅＢ

１
β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫

ｙ

０


ｎ

ｊ ＝ １
α ｊφｊ，β，（ｋ－１）（ｙ － ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ ＝

∫∞
ｕ

（ｃ ＋ βｕ） δ ／ β

（ｃ ＋ βｙ） δ ／ β＋１αｅ
Ｂ １β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫ｙ

０
αΦβ，（ｋ－１）（ｙ － ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ ＝

∫∞
ｕ

（ｃ ＋ βｕ） δ ／ β

（ｃ ＋ βｙ） δ ／ β＋１αｅ
Ｂ １β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫ｙ

０
φβ，（ｋ－１）（ｙ － ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ
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φβ，１（ｕ） ＝
ｎ

ｉ ＝ １
αｉ∫∞

ｕ

（ｃ ＋ βｕ） δ ／ β

（ｃ ＋ βｙ） δ ／ β＋１ＥｉｅＢ
１
β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫∞

ｙ
ω（ｙ，ｘ － ｙ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ ＝

∫∞
ｕ

（ｃ ＋ βｕ） δ ／ β

（ｃ ＋ βｙ） δ ／ β＋１
ｎ

ｉ ＝ １
αｉＥｉｅＢ

１
β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫∞

ｙ
ω（ｙ，ｘ － ｙ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ ＝

∫∞
ｕ

（ｃ ＋ βｕ） δ ／ β

（ｃ ＋ βｙ） δ ／ β＋１αｅ
Ｂ １β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫∞

ｙ
ω（ｙ，ｘ － ｙ）ｐ（ｘ）ｄｘｄｙ

同理可得到 β＝ ０的情况．
注 １　 在推论 １中，令 ｚ＝ ｙ－ｘ，则

φβ，ｋ（ｕ） ＝
∫∞
ｕ

（ｃ ＋ βｕ） δ ／ β

（ｃ ＋ βｙ） δ ／ β＋１αｅ
Ｂ １β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫ｙ

０
φβ，ｋ－１（ ｚ）ｐ（ｙ － ｚ）ｄｚｄｙ，当 β ＞ ０时

∫∞
ｕ

１
ｃ
ｅ
－ δ（ｙ － ｕ）

ｃ
αｅＢ

ｙ－ｕ
ｃ ｂＴ∫ｙ

０
φβ，ｋ－１（ ｚ）ｐ（ｙ － ｚ）ｄｚｄｙ，当 β ＝ ０时

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

φβ，１（ｕ） ＝
∫∞
ｕ

（ｃ ＋ βｕ） δ ／ β

（ｃ ＋ βｙ） δ ／ β＋１αｅ
Ｂ １β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫０

－∞
ω（ｙ， － ｚ）ｐ（ｙ － ｚ）ｄｚｄｙ，当 β ＞ ０时

∫∞
ｕ

１
ｃ
ｅ
－ δ（ｙ － ｕ）

ｃ
αｅＢ

ｙ－ｕ
ｃ ｂＴ∫０

－∞
ω（ｙ， － ｚ）ｐ（ｙ － ｚ）ｄｚｄｙ，当 β ＝ ０时

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

　 　 推论 ２　 对任意的 ｕ，δ≥０，β＞０，ｋ≥２，当 β＞０时，

φβ，ｋ（ｕ） ＝ ∫∞
ｕ
ｄｙｋ∫ｙｋ

０
ｄｚｋ∫∞

ｚｋ
ｄｙｋ－１∫ｙｋ－１

０
ｄｚｋ－１…∫∞

ｚ２
ｄｙ１

∫０
－∞

ｋ－１

ｉ ＝ １

（ｃ ＋ βｚｉ ＋１） δ ／ β

（ｃ ＋ βｙｉ） δ ／ β＋１αｅ
Ｂ １β ｌｎ

ｃ＋βｙｉ
ｃ＋βｚｉ＋１

( ) ｂＴｐ（ｙｉ － ｚｉ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ αｅＢ

１
β ｌｎ（

ｃ＋βｙｋ
ｃ＋βｕ ）ｂＴ ×

（ｃ ＋ βｕ） δ ／ β

（ｃ ＋ βｙｋ） δ ／ β＋１ｐ（ｙｋ － ｚｋ）ω（ｙ１， － ｚ１）ｄｚ１

当 β＝ ０时，

φβ，ｋ（ｕ） ＝ ∫∞
ｕ
ｄｙｋ∫ｙｋ

０
ｄｚｋ∫∞

ｚｋ
ｄｙｋ－１∫ｙｋ－１

０
ｄｚｋ－１…∫∞

ｚ２
ｄｙ１

∫０
－∞

ｋ－１

ｉ ＝ １
ｅ

－δ（ｙｉ－ｚｉ＋１）

ｃ αｅＢ
ｙｉ－ｚｉ＋１

ｃ ｂＴｐ（ｙｉ － ｚｉ）( ) ｅ
－δ（ｙｋ－ｕ）

ｃ ×

αｅＢ
ｙｋ－ｕ

ｃ ｂＴｐ（ｙｋ － ｚｋ）ω（ｙ１， － ｚ１）
１
ｃｋ
ｄｚ１

　 　 证明由注 １可直接推出．
定理 ２　 对任意的 ｕ，δ≥０，β≥０，当 β＞０时，

φβ（ｕ） ＝ ∫∞
ｕ

（ｃ ＋ βｕ） δ ／ β

（ｃ ＋ βｙ） δ ／ β＋１αｅ
Ｂ １β ｌｎ（

ｃ＋βｙ
ｃ＋βｕ）ｂＴ∫０

－∞
ω（ｙ， － ｚ）ｐ（ｙ － ｚ）ｄｚｄｙ ＋


∞

ｋ ＝ ２
∫∞
ｕ
ｄｙｋ∫ｙｋ

０
ｄｚｋ∫∞

ｚｋ
ｄｙｋ－１∫ｙｋ－１

０
ｄｚｋ－１…∫∞

ｚ２
ｄｙ１(

∫０
－∞

ｋ－１

ｉ ＝ １

（ｃ ＋ βｚｉ ＋１） δ ／ β

（ｃ ＋ βｙｉ） δ ／ β＋１αｅ
Ｂ １β ｌｎ（

ｃ＋βｙｉ
ｃ＋βｚｉ＋１

）ｂＴｐ（ｙｉ － ｚｉ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ αｅＢ

１
β ｌｎ（

ｃ＋βｙｋ
ｃ＋βｕ ）ｂＴ ×

（ｃ ＋ βｕ） δ ／ β

（ｃ ＋ βｙｋ） δ ／ β＋１ｐ（ｙｋ － ｚｋ）ω（ｙ１， － ｚ１）ｄｚ１
ö

ø
÷
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当 β＝ ０时，

φβ（ｕ） ＝ ∫∞
ｕ

１
ｃ
ｅ
－ δ（ｙ － ｕ）

ｃ
αｅＢ

ｙ－ｕ
ｃ ｂＴ∫０

－∞
ω（ｙ， － ｚ）ｐ（ｙ － ｚ）ｄｚｄｙ ＋


∞

ｋ ＝ ２
∫∞
ｕ
ｄｙｋ∫ｙｋ

０
ｄｚｋ∫∞

ｚｋ
ｄｙｋ－１∫ｙｋ－１

０
ｄｚｋ－１…∫∞

ｚ２
ｄｙ１(

∫０
－∞

ｋ－１

ｉ ＝ １
（ｅ

－δ（ｙｉ－ｚｉ＋１）

ｃ αｅＢ
ｙｉ－ｚｉ＋１

ｃ ｂＴｐ（ｙｉ － ｚｉ））ｅ
－δ（ｙｋ－ｕ）

ｃ ×

αｅＢ
ｙｋ－ｕ

ｃ ｂＴｐ（ｙｋ － ｚｋ）ω（ｙ１， － ｚ１）
１
ｃｋ
ｄｚ１）

ö

ø
÷

　 　 证明　 由于只有发生索赔时才可能发生破产，所以 φ β（ｕ） ＝∞

ｋ ＝ １
φ β，ｋ（ｕ） ，从而由注 １ 及推论 ２ 直接

得出．
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