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　 　 摘　 要：主要讨论分式函数的迭代问题．先从研究有理分式出发，用数学归纳法和共轭相似法讨论几类

有理线性分式函数 ｆ（ｘ）＝ ｘ
１＋ａｘ

，ｆ（ｘ）＝ ａｘ
＋ｂ

ｃｘ＋ｄ
，ａ，ｂ，ｃ，ｄ∈Ｒ，ｃ（ａｄ－ｂｃ）≠０的 ｎ 次迭代问题，并以此为结论再讨

论了几类无理分式 ｆ（ｘ）＝ ｘ
ｋ
１＋ａｘｋ

，ｆ（ｘ）＝ ｘ
１＋２ａ ｘ ＋ａ２ｘ

，ｆ（ｘ）＝ １
ｋ
ａ＋ｂｘｋ

，ａ，ｂ∈Ｒ，ｋ＝ １，２，３，…的函数迭代，给出

了它们的次迭代式．
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现有的求函数迭代的方法有定义法、不动点法和共轭相似法．迭代运算比一般的代数运算复杂得多，尤
其是非线性的迭代．迭代普遍存在于自然界，因此，人们自然关心次迭代 ｆ ｎ（ｘ）的计算与估计．文献［１，２］给出

一些可迭代的函数，但远远不够的．在此基础上，运用共轭相似法和数学归纳法对某些分式函数求出它们的

迭代式，同时，用序列方法求线性分式函数次迭代的一般计算公式．根据这一公式可以非常迅速地求出任意

线性分式函数的次迭代．

１　 基础知识

１．１　 迭　 代

设 ｆ（ｘ）是定义于集合 Ｍ 上，且在其中取值的映射．若 Ｍ 是数集合，ｆ（ｘ）就是一个函数，这时，对于 Ｍ 中

的任一个 ｘ，ｆ（ ｆ（ｘ）），ｆ（ ｆ（ ｆ（ｘ）））都是有意义的．记
ｆ ０（ｘ） ＝ ｘ，ｆ ｎ（ｘ） ＝ ｆ（ ｆ ｎ－１（ｘ）），ｘ∈ Ｍ，ｎ ＝ ０，１，２，．．．

称 ｆ ｎ（ｘ）为 ｆ（ｘ）的次迭代，ｎ 为 ｆ ｎ关于 ｆ 的迭代指数．

１．２　 迭代的方法

介绍两种求迭代函数的方法［１－２］ ．
数学归纳法：观察函数 ｆ 的低次迭代式的基本形式，找出迭代式的规律，再根据观察到的规律猜想次迭

代式的表达式，最后用数学归纳法进行严谨证明即可．



共轭相似法：把复杂的函数迭代化成较简单的函数迭代，直观地说，如果存在可逆函数 ｈ（ｘ），使函数 ｆ
和 ｇ 满足 ｆ＝ｈ－１ 􀳱ｇ 􀳱ｈ 就称 ｆ 和 ｇ 共轭，也称为相似，记为 ｆ～ ｇ．ｈ（ｘ），称为桥函数．

２　 有理线性分式函数的迭代

１） 类型 １：形如分式函数 ｆ（ｘ）＝ ｘ
１＋ａｘ

，ａ∈Ｒ，设桥函数 ｈ（ ｘ） ＝ １
ｘ
，则 ｈ－１（ ｘ） ＝ １

ｘ
，由共轭相似 ｆ（ ｘ） ＝

ｈ－１ 􀳱ｇ 􀳱ｈ（ｘ），可得

ｇ（ｘ） ＝ ｈ 􀳱 ｆ 􀳱 ｈ －１（ｘ） ＝ ｈ

１
ｘ

１ ＋ ａ
ｘ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝ ｈ １
ａ ＋ ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ａ ＋ ｘ

由数学归纳法很容易得到 ｇ（ｘ）＝ ａ＋ｘ 的函数迭代式 ｇｎ（ｘ）＝ ｘ＋ｎａ．
从而有

ｆ ｎ（ｘ） ＝ ｈ －１ 􀳱 ｇｎ 􀳱 ｈ（ｘ） ＝ ｈ －１ １
ｘ

＋ ｎａæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｈ －１ １ ＋ ｎａｘ

ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｘ
１ ＋ ｎａｘ

　 　 ２） 求线性分式函数的迭代除了上述介绍的几种基本方法外，还可化为矩阵的乘幂和函数序列的迭代问

题进行计算［３］ ．下述用函数序列［４］的方法得到线性分式函数 ｎ 次迭代的一般计算公式．

类型 ２：形如分式函数 ｆ（ｘ）＝ ａｘ
＋ｂ

ｃｘ＋ｄ
，ａ，ｂ，ｃ，ｄ∈Ｒ，ｃ（ａｄ－ｂｃ）≠０．

首先定义序列 ａｎ{ }和 ｂｎ{ } ，
ａ０ ＝ ｘ，ｂ０ ＝ １，ａｎ ＝ ｂｎ－１（ａｆ ｎ－１ ＋ ｂ），ｂｎ ＝ ｂｎ－１（ｃｆ ｎ－１ ＋ ｄ） （１）

从而

ｆ ０（ｘ） ＝ ｘ ＝
ａ０
ｂ０
， ｆ ｎ（ｘ） ＝

ａｎ

ｂｎ
（２）

把式（２）代入式（１）得到

ａｎ ＝ ａａｎ－１ ＋ ｂｂｎ－１ （３）
ｂｎ ＝ ｃａｎ－１ ＋ ｄｂｎ－１ （４）

根据式（３）和式（４）得
ａｎ＋１ － （ａ ＋ ｄ）ａｎ ＋ （ａｄ － ｂｃ）ａｎ－１ ＝ ０（ｎ ＞ １）
ｂｎ＋１ － （ａ ＋ ｄ）ｂｎ ＋ （ａｄ － ｂｃ）ｂｎ－１ ＝ ０（ｎ ＞ １）

其特征方程为

ｘ２ － （ａ ＋ ｄ）ｘ ＋ （ａｄ － ｂｃ） ＝ ０ （５）
ａ０ ＝ ｘ，ａ１ ＝ ａｘ ＋ ｂ，ｂ０ ＝ １，ｂ１ ＝ ｃｘ ＋ ｄ

　 　 设 α，β 为式（５）的两个根，当（ａ＋ｄ） ２－４（ａｄ－ｂｃ）＝ ０时，两根 α，β 相同，均为
ａ＋ｄ
２
，则

ａｎ ＝ （ａｘ ＋ ｂ － αｘ）ｎ ＋ αｘ[ ] αｎ－１

ｂｎ ＝ （ｃｘ ＋ ｄ － α）ｎ ＋ α[ ] αｎ－１

得

ｆ ｎ ＝
ａｎ

ｂｎ

＝ （ａｘ ＋ ｂ － αｘ）ｎ ＋ αｘ
（ｃｘ ＋ ｄ － α）ｎ ＋ α

＝ （ａ － ｄ）ｎ ＋ ａ ＋ ｄ[ ] ｘ ＋ ２ｂｎ
２ｃｎｘ ＋ ａ ＋ ｄ ＋ （ｄ － ａ）ｎ

当（ａ＋ｄ） ２－４（ａｄ－ｂｃ）≠０时，α≠β，则
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ａｎ ＝ １
α － β

（ａｘ ＋ ｂ － βｘ）αｎ － （ａｘ ＋ ｂ － αｘ）βｎ[ ]

ｂｎ ＝ １
α － β

（ｃｘ ＋ ｄ － β）αｎ － （ｃｘ ＋ ｄ － α）βｎ[ ]

得

ｆ ｎ ＝
ａｎ

ｂｎ

＝ （ａｘ ＋ ｂ － βｘ）αｎ － （αｘ ＋ ｂ － αｘ）βｎ

（ｃｘ ＋ ｄ － β）αｎ － （ｃｘ ＋ ｄ － α）βｎ
＝ （α － β）αｎ － （ａ － α）βｎ[ ] ｘ ＋ ｂ（αｎ － βｎ）

ｃ（αｎ － βｎ）ｘ ＋ （ｄ － β）αｎ ＋ （α － ｄ）βｎ

推论 １　 若 ｆ（ｘ）＝ １
ａ＋ｂｘ

，ａ，ｂ∈Ｒ 并且 ｂ≠０，则 ｆ（ｘ）的次迭代式为

ｆ ｎ（ｘ） ＝

（ － ａｎ ＋ ａ）ｘ ＋ ２ｎ
２ｂｎｘ ＋ ａ ＋ ａｎ

，ａ２ ＋ ４ｂ≠ ０

（ － βαｎ ＋ αβｎ）ｘ ＋ （αｎ － βｎ）
ｂ（αｎ － βｎ）ｘ ＋ （α － β）αｎ ＋ （α － ａ）βｎ，ａ

２ ＋ ４ｂ ＝ ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

其中 α，β 为方程 ｘ２－ａｘ－ｂ＝ ０两个根．
证明方法同上．

３　 无理非线性分式函数的迭代

利用上述有理线性分式函数迭代式通式的结论，可以解决一些非线性分式函数［５，６］的迭代问题．

１） 类型 １：形如分式函数 ｆ（ｘ）＝ ｘ
ｋ
１＋ａｘｋ

，ａ∈Ｒ，ｋ∈Ｎ，取桥函数 ｈ（ｘ）＝ ｘｋ，则 ｈ－１（ｘ）＝ ｋ ｘ ，利用共轭相似

关系求得

ｇ（ｘ） ＝ ｈ（ ｆ（ｈ －１（ｘ））） ＝ ｈ
ｋ ｘ
１ ＋ ａｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｘ
１ ＋ ａｘ

由类型 １可知 ｇ（ｘ）的 ｎ 次迭代式 ｇｎ（ｘ）＝ ｘ
１＋ｎａｘ

，故可得

ｆ ｎ（ｘ） ＝ ｈ －１（ｇｎ（ｈ（ｘ））） ＝ ｈ －１ ｘ
１ ＋ ｎａ ｘ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ ｘ
（１ ＋ ｎａ ｘ ） ２

　 　 ２） 类型 ２：形如分式函数 ｆ（ｘ）＝ ｘ
１＋２ａ ｘ ＋ａ２ｘ

，设桥函数 ｈ（ｘ）＝ ｘ ，ｈ－１（ｘ）＝ ｘ２，由共轭相似法可得

ｇ（ｘ） ＝ ｈ 􀳱 ｆ 􀳱 ｈ －１（ｘ） ＝ ｈ
ｘ２

１ ＋ ２ａｘ ＋ ａ２ｘ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｘ
１ ＋ ａｘ

同样，由类型 １可知 ｇ（ｘ）的 ｎ 次迭代式 ｇｎ（ｘ）＝ ｘ
１＋ｎａｘ

，从而

ｆ ｎ（ｘ） ＝ ｈ －１（ｇｎ（ｈ（ｘ））） ＝ ｈ －１ ｘ
１ ＋ ｎａ ｘ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ ｘ
（１ ＋ ｎａ ｘ ） ２

　 　 ３） 类型 ３：形如分式函数 ｆ（ｘ）＝ １
ｋ
ａ＋ｂｘｋ

，ａ，ｂ∈Ｒ，ｋ ＝ １，２，３，…，设桥函数 ｈ（ｘ）＝ ｘｋ，ｈ－１（ｘ）＝ ｘｋ ，由共

轭相似法可得

ｇ（ｘ） ＝ ｈ 􀳱 ｆ 􀳱 ｈ －１（ｘ） ＝ １
ａ ＋ ｂｘ
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由上述讨论线性分式函数的结论知，ｇ（ｘ）的 ｎ 次迭代式

ｇｎ（ｘ） ＝

（ － ａｎ ＋ ａ）ｘ ＋ ２ｎ
２ｂｎｘ ＋ ａ ＋ ａｎ

，ａ２ ＋ ４ｂ≠ ０

（ － βαｎ ＋ αβｎ）ｘ ＋ （αｎ － βｎ）
ｂ（αｎ － βｎ）ｘ ＋ （α － β）αｎ ＋ （α － ａ）βｎ，ａ

２ ＋ ４ｂ ＝ ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

故

ｆ ｎ（ｘ） ＝ ｈ －１（ｇｎ（ｈ（ｘ））） ＝

ｋ
（ － ａｎ ＋ ａ）ｘｋ ＋ ２ｎ
２ｂｎｘｋ ＋ ａ ＋ ａｎ

，ａ２ ＋ ４ｂ≠ ０

ｋ
（ － βαｎ ＋ αβｎ）ｘｋ ＋ （αｎ － βｎ）

ｂ（αｎ － βｎ）ｘｋ ＋ （α － β）αｎ ＋ （α － ａ）βｎ ，ａ
２ ＋ ４ｂ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï
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