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　 　 摘　 要：利用投射模的研究方法构造出了 ＣＥ－内射模的对偶模类 ＣＥ－投射模，刻画了 ＣＥ－投射模及其

ＣＥ－投射维数的一些性质；结论如下：假如 Ｆ：ＲＭ→ＳＭ 为模范畴的等价函子，Ｇ 是 Ｆ 的逆函子，则 Ｍ 为 Ｒ－ＣＥ
－投射模当且仅当 Ｆ（ ＲＭ）为 Ｓ －ＣＥ－投射模；ＲＭ 在环 Ｒ 上的 ＣＥ－投射维数与ＳＦ（ ＲＭ）在环上的 ＣＥ－投射维数

是相等的，也即 ｌ．ＣＥｐｄ（ ＲＭ）＝ ｌ．ＣＥｐｄ（ ＳＦ（ ＲＭ）） ．
关键词：ＣＥ－投射模；ＣＥ－投射维数，模范畴等价
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１　 基础知识

投射模作为模论中最重要的一类模，极大地充实了代数学和同调代数．文献［１－６］对投射模进行了广泛

而又深入的研究，此处在其基础上通过构造 ＣＥ－投射模对投射模进行了推广．
此处参考文献［１］中的模范畴等价函子，并利用文献［２］中性质 Ｐ：设 Ｒ 与 Ｓ 为等价环，Ｆ：ＲＭ→ＳＭ 为模

范畴等价函子，若模范畴某种性质 Ｐ 满足模 Ｍ 在 Ｒ 环上具有的性质 Ｐ 当且仅当 Ｆ（Ｍ）在环 Ｓ 中也具有性质

Ｐ，则称性质 Ｐ 为函子 Ｆ 的范畴等价性质．例如，性质 Ｐ 可以为单模、半单模、有限表现模等． 令ＲＸ ＝ ｛Ｍ∈ＲＭ
Ｍ满足性质 Ｐ｝ ．ＳＸ＝｛Ｍ∈ＳＭ Ｍ满足性质 Ｐ｝，利用上述性质 Ｐ，进一步构造 ＣＥ－投射模和 ＣＥ－投射维数，并

得到相关的等价结论．
环 Ｒ 与环 Ｓ 都是有单位元的结合环，且模均为酉模．
定义 １　 设 Ｒ 为环，对任意的左 Ｒ－模 Ｍ，若对模 Ｋ∈ＲＸ，均有 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ）＝ ０，则称左 Ｒ－模 Ｍ 为左 Ｒ－

ＣＥ－投射模，简称为 ＣＥ－投射模．
显然，投射模一定是 ＣＥ－投射模．
定理 １　 设 Ｒ 为环，对任意的左 Ｒ－模 Ｍ，下列结论等价：
１） 左 Ｒ－模 Ｍ 为 ＣＥ－投射模；

２） 对左 Ｒ－模正合列 ０→Ｋ→Ａ
π
→Ｂ→０，其中 Ｋ∈ＲＸ，则对任意 Ｒ－同态 ｆ：Ｍ→Ｂ，都存在同态 ｇ：Ｍ→Ａ，使

得 ｆ＝πｇ；
３） 对左 Ｒ－模正合列 ０→Ａ→Ｂ→Ｍ→０，对 Ｋ∈ＲＸ，有 ０→ＨｏｍＲ（Ｍ，Ｋ）→ＨｏｍＲ（Ｂ，Ｋ）→ＨｏｍＲ（Ａ，Ｋ）→０；
４） 假设 Ｆ：ＲＭ→ＳＭ 为模范畴等价函子，函子 Ｇ 为 Ｆ 逆函子，则 Ｆ（ ＲＭ）是环 Ｓ 上的左 Ｓ－ＣＥ－投射模．

证明　 １）⇒２）　 对正合列 ０→Ｋ→Ａ
π
→Ｂ→０，其中 Ｋ∈ＲＸ，使用长正合列定理可得

０ → ＨｏｍＲ（Ｍ，Ｋ） → ＨｏｍＲ（Ｍ，Ａ） → ＨｏｍＲ（Ｍ，Ｂ） → Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ） → …



由定理 １的 １）可得 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ）＝ ０，所以 π 是满同态，即 ２）的结论成立．

２）⇒１）　 不妨令左 Ｒ－模 Ａ 为内射模，对左 Ｒ－模正合列 ０→Ｋ→Ａ
π
→Ｂ→０（其中 Ｋ∈ＲＸ），使用长正合列

定理可得

０ → ＨｏｍＲ（Ｍ，Ｋ） → ＨｏｍＲ（Ｍ，Ａ） → ＨｏｍＲ（Ｍ，Ｂ） →
Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ） → Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ａ） → …

由于左 Ｒ－模 Ａ 为内射模，可得 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ａ）＝ ０，又由条件可知 π 为满同态，所以 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ）＝ ０，由 ＣＥ－投射

模定义可知 Ｍ 为 ＣＥ－投射模．
１）⇒３）　 对左 Ｒ－模正合列 ０→Ａ→Ｂ→Ｍ→０，根据长正合列定理可得

０ → ＨｏｍＲ（Ｍ，Ｋ） → ＨｏｍＲ（Ｂ，Ｋ） → ＨｏｍＲ（Ａ，Ｋ） → Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ） → …

由 １）知 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ）＝ ０，所以结论 ３）成立．
３）⇒１）　 不妨令左 Ｒ－模 Ｂ 为投射模，正合列 ０→Ａ→Ｂ→Ｍ→０，再次用长正合列定理可得

０ → ＨｏｍＲ（Ｍ，Ｋ） → ＨｏｍＲ（Ｂ，Ｋ） → ＨｏｍＲ（Ａ，Ｋ） → Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ） → Ｅｘｔ１Ｒ（Ｂ，Ｋ） → …

由于左 Ｒ－模 Ｂ 为内射模，可知 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｂ，Ｋ）＝ ０，又由条件知 π 为满同态，所以 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ）＝ ０，故左 Ｒ－Ｍ 为

ＣＥ－投射模．

１）⇒４）　 对环 Ｓ 上的正合列 ０→ＳＫ→ＳＡ
π
→ＳＢ→０（其中ＳＫ∈ＳＸ），由文献［１］可知存在函子 Ｇ，并作用于

上述正合列可得 Ｒ 环上的正合列 ０→ＲＧ（ ＳＫ）→ＲＧ（ ＳＡ）
Ｇ（π）
→ＲＧ（ ＳＢ）→０，由性质 Ｐ 可得到ＲＧ（ ＳＫ）∈ＲＸ，由条

件可得 ＧＦ（ ＲＭ）≅ＲＭ 是 ＣＥ－投射模，由 １）⇒２）的证明可得对任意的 Ｒ－同态 Ｇ（ ｆ）：ＧＦ（ ＲＭ）→ＲＧ（ ＳＢ）（其中

Ｓ－同态 ｆ：Ｆ（ ＲＭ）→ＳＢ），都存在 Ｒ－同态 ｇ：ＧＦ（ ＲＭ）→ＲＧ（ ＳＡ），使得 Ｇ（ ｆ）＝ Ｇ（π）ｇ，再用函子 Ｆ 作用可得 ＦＧ
（ ｆ）＝ ＦＧ（π）Ｆ（ｇ），即 ｆ＝πＦ（ｇ），所以由 １）⇔２）的证明可得 Ｆ（ ＲＭ）为左 Ｓ－ＣＥ－投射模．

４）⇒１） 　 由 １） ⇒４）证明可得，若 Ｆ （ ＲＭ）为左 Ｓ －ＣＥ －投射模，则 ＧＦ （ ＲＭ）为 ＣＥ －投射模，又由

ＧＦ（ ＲＭ）≅ＲＭ，即ＲＭ 是 ＣＥ－投射模．
定理 ２　 对任意左 Ｒ－模正合列 ０→Ｍ１→Ｍ→Ｍ２→０，下列结论成立：
１） 若左 Ｒ－模 Ｍ１，Ｍ２为 ＣＥ－射投模，则模 Ｍ 也为 ＣＥ－投射模；

２） 若模 Ｍ 为 ＣＥ－投射模且对于任意 Ｋ∈ＲＸ，有 Ｅｘｔ２Ｒ（Ｍ２，Ｋ）＝ ０，则模 Ｍ１ 是 ＣＥ－投射模．
证明　 １）对左 Ｒ－模正合列 ０→Ｍ１→Ｍ→Ｍ２→０，使用长正合列定理可得

…→ Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ２，Ｋ） → Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ） → Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ１，Ｋ）
∂
→ Ｅｘｔ２Ｒ（Ｍ２，Ｋ） → Ｅｘｔ２Ｒ（Ｍ，Ｋ） → Ｅｘｔ２Ｒ（Ｍ１，Ｋ） → …

　 　 根据模 Ｍ１，Ｍ２ 为 ＣＥ－投射模可知，Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ１，Ｋ）＝ ０，Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ２，Ｋ）＝ ０，则 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｋ，Ｍ）＝ ０，故根据 ＣＥ－投射

模定义可得模 Ｍ 是 ＣＥ－投射模．
２） 由模 Ｍ 是 ＣＥ－投射模，所以 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ）＝ ０，又 Ｅｘｔ２Ｒ（Ｍ２，Ｋ）＝ ０，即 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ１，Ｋ）＝ ０，故左 Ｒ－模 Ｍ１为

ＣＥ－投射模．

２　 投射维数

因为投射模一定是 ＣＥ－投射模，由文献［７］可知，投射模一定有投射分解，故 ＣＥ－投射模有 ＣＥ－投射分

解，并且可类似定义 ＣＥ－投射模的投射维数．记 ＣＥ－投射模ＲＭ 的投射维数为 ｌ．ＣＥｐｄ（ ＲＭ） ．
定理 ３　 设 Ｆ：ＲＭ→ＳＭ 为模范畴的等价函子，且函子 Ｇ 是函子 Ｆ 的逆函子，则ＲＭ 在 Ｒ 环上的 ＣＥ－投射

维数和ＳＦ（ ＲＭ）在 Ｓ 环上的 ＣＥ－投射维数相等，即 ｌ．ＣＥｐｄ（ ＲＭ）＝ ｌ．ＣＥｐｄ（ ＳＦ（ ＲＭ）） ．
证明　 设 ｌ．ＣＥｐｄ（ ＲＭ）＝ ｎ＜∞ （其中 Ｐ ｉ 均为 ＣＥ－投射模，ｉ＝ １，２，３，…，ｎ），则对一切的左 Ｒ－模 Ｍ 有形如

正合列
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０ → Ｐｎ →…→ Ｐ１ → Ｐ０ → Ｍ→ ０
的 ＣＥ－投射分解，用函子 Ｆ 作用上述正合列，可得下列正合列：

０ → Ｆ（Ｐｎ） → …→ Ｆ（Ｐ１） → Ｆ（Ｐ０） → Ｆ（Ｍ） → ０
由定理 １中 １）⇒４）可得每个 Ｆ（Ｐ ｉ）都是 Ｓ－ＣＥ－投射模，故 ｌ．ＣＥｐｄ（ＳＦ（ＲＭ））≤ｎ．

假设 ｌ．ＣＥｐｄ（ＲＭ）＝ ∞，显然 ｌ．ＣＥｐｄ（ＳＦ（ＲＭ））≤ｌ．ＣＥｐｄ（ＲＭ）总是成立的，综上，ｌ．ＣＥｐｄ（ＳＦ（ＲＭ））≤ｌ．ＣＥｐｄ（ＲＭ）
成立．

反之，如果 ｌ．ＣＥｐｄ（ ＳＦ（ ＲＭ））≤ｎ＜∞ ，由上述证明可得

ｌ．ＣＥｐｄ（ ＲＧＦ（ ＲＭ）） ≤ ｌ．ＣＥｐｄ（ ＳＦ（ ＲＭ））
又由于 ＧＦ（ ＲＭ）≅ＲＭ，即 ｌ．ＣＥｐｄ（ ＲＭ）≤ｌ．ＣＥｐｄ（ ＳＦ（ ＲＭ）） ．

假设 ｌ． ＣＥｐｄ （ ＳＦ （ ＲＭ）） ＝ ∞ ，则显然 ｌ． ＣＥｐｄ （ ＲＭ） ≤ ｌ． ＣＥｐｄ （ ＳＦ （ ＲＭ））成立，综上， ｌ． ＣＥｐｄ （ ＲＭ） ≤
ｌ．ＣＥｐｄ（ ＳＦ（ ＲＭ））成立．

所以 ｌ．ＣＥｐｄ（ ＲＭ）＝ ｌ．ＣＥｐｄ（ ＳＦ（ ＲＭ）） ．证毕．
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