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　 　 摘　 要：利用投射模的研究方法构造出了 ＣＥ－内射模的对偶模类 ＣＥ－投射模，刻画了 ＣＥ－投射模及其

ＣＥ－投射维数的一些性质；结论如下：假如 Ｆ：ＲＭ→ＳＭ 为模范畴的等价函子，Ｇ 是 Ｆ 的逆函子，则 Ｍ 为 Ｒ－ＣＥ
－投射模当且仅当 Ｆ（ ＲＭ）为 Ｓ －ＣＥ－投射模；ＲＭ 在环 Ｒ 上的 ＣＥ－投射维数与ＳＦ（ ＲＭ）在环上的 ＣＥ－投射维数

是相等的，也即 ｌ．ＣＥｐｄ（ ＲＭ）＝ ｌ．ＣＥｐｄ（ ＳＦ（ ＲＭ）） ．
关键词：ＣＥ－投射模；ＣＥ－投射维数，模范畴等价
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１　 基础知识

投射模作为模论中最重要的一类模，极大地充实了代数学和同调代数．文献［１－６］对投射模进行了广泛

而又深入的研究，此处在其基础上通过构造 ＣＥ－投射模对投射模进行了推广．
此处参考文献［１］中的模范畴等价函子，并利用文献［２］中性质 Ｐ：设 Ｒ 与 Ｓ 为等价环，Ｆ：ＲＭ→ＳＭ 为模

范畴等价函子，若模范畴某种性质 Ｐ 满足模 Ｍ 在 Ｒ 环上具有的性质 Ｐ 当且仅当 Ｆ（Ｍ）在环 Ｓ 中也具有性质

Ｐ，则称性质 Ｐ 为函子 Ｆ 的范畴等价性质．例如，性质 Ｐ 可以为单模、半单模、有限表现模等． 令ＲＸ ＝ ｛Ｍ∈ＲＭ
Ｍ满足性质 Ｐ｝ ．ＳＸ＝｛Ｍ∈ＳＭ Ｍ满足性质 Ｐ｝，利用上述性质 Ｐ，进一步构造 ＣＥ－投射模和 ＣＥ－投射维数，并

得到相关的等价结论．
环 Ｒ 与环 Ｓ 都是有单位元的结合环，且模均为酉模．
定义 １　 设 Ｒ 为环，对任意的左 Ｒ－模 Ｍ，若对模 Ｋ∈ＲＸ，均有 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ）＝ ０，则称左 Ｒ－模 Ｍ 为左 Ｒ－

ＣＥ－投射模，简称为 ＣＥ－投射模．
显然，投射模一定是 ＣＥ－投射模．
定理 １　 设 Ｒ 为环，对任意的左 Ｒ－模 Ｍ，下列结论等价：
１） 左 Ｒ－模 Ｍ 为 ＣＥ－投射模；

２） 对左 Ｒ－模正合列 ０→Ｋ→Ａ
π
→Ｂ→０，其中 Ｋ∈ＲＸ，则对任意 Ｒ－同态 ｆ：Ｍ→Ｂ，都存在同态 ｇ：Ｍ→Ａ，使

得 ｆ＝πｇ；
３） 对左 Ｒ－模正合列 ０→Ａ→Ｂ→Ｍ→０，对 Ｋ∈ＲＸ，有 ０→ＨｏｍＲ（Ｍ，Ｋ）→ＨｏｍＲ（Ｂ，Ｋ）→ＨｏｍＲ（Ａ，Ｋ）→０；
４） 假设 Ｆ：ＲＭ→ＳＭ 为模范畴等价函子，函子 Ｇ 为 Ｆ 逆函子，则 Ｆ（ ＲＭ）是环 Ｓ 上的左 Ｓ－ＣＥ－投射模．

证明　 １）⇒２）　 对正合列 ０→Ｋ→Ａ
π
→Ｂ→０，其中 Ｋ∈ＲＸ，使用长正合列定理可得

０ → ＨｏｍＲ（Ｍ，Ｋ） → ＨｏｍＲ（Ｍ，Ａ） → ＨｏｍＲ（Ｍ，Ｂ） → Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ） → …



由定理 １的 １）可得 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ）＝ ０，所以 π 是满同态，即 ２）的结论成立．

２）⇒１）　 不妨令左 Ｒ－模 Ａ 为内射模，对左 Ｒ－模正合列 ０→Ｋ→Ａ
π
→Ｂ→０（其中 Ｋ∈ＲＸ），使用长正合列

定理可得

０ → ＨｏｍＲ（Ｍ，Ｋ） → ＨｏｍＲ（Ｍ，Ａ） → ＨｏｍＲ（Ｍ，Ｂ） →
Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ） → Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ａ） → …

由于左 Ｒ－模 Ａ 为内射模，可得 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ａ）＝ ０，又由条件可知 π 为满同态，所以 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ）＝ ０，由 ＣＥ－投射

模定义可知 Ｍ 为 ＣＥ－投射模．
１）⇒３）　 对左 Ｒ－模正合列 ０→Ａ→Ｂ→Ｍ→０，根据长正合列定理可得

０ → ＨｏｍＲ（Ｍ，Ｋ） → ＨｏｍＲ（Ｂ，Ｋ） → ＨｏｍＲ（Ａ，Ｋ） → Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ） → …

由 １）知 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ）＝ ０，所以结论 ３）成立．
３）⇒１）　 不妨令左 Ｒ－模 Ｂ 为投射模，正合列 ０→Ａ→Ｂ→Ｍ→０，再次用长正合列定理可得

０ → ＨｏｍＲ（Ｍ，Ｋ） → ＨｏｍＲ（Ｂ，Ｋ） → ＨｏｍＲ（Ａ，Ｋ） → Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ） → Ｅｘｔ１Ｒ（Ｂ，Ｋ） → …

由于左 Ｒ－模 Ｂ 为内射模，可知 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｂ，Ｋ）＝ ０，又由条件知 π 为满同态，所以 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ）＝ ０，故左 Ｒ－Ｍ 为

ＣＥ－投射模．

１）⇒４）　 对环 Ｓ 上的正合列 ０→ＳＫ→ＳＡ
π
→ＳＢ→０（其中ＳＫ∈ＳＸ），由文献［１］可知存在函子 Ｇ，并作用于

上述正合列可得 Ｒ 环上的正合列 ０→ＲＧ（ ＳＫ）→ＲＧ（ ＳＡ）
Ｇ（π）
→ＲＧ（ ＳＢ）→０，由性质 Ｐ 可得到ＲＧ（ ＳＫ）∈ＲＸ，由条

件可得 ＧＦ（ ＲＭ）≅ＲＭ 是 ＣＥ－投射模，由 １）⇒２）的证明可得对任意的 Ｒ－同态 Ｇ（ ｆ）：ＧＦ（ ＲＭ）→ＲＧ（ ＳＢ）（其中

Ｓ－同态 ｆ：Ｆ（ ＲＭ）→ＳＢ），都存在 Ｒ－同态 ｇ：ＧＦ（ ＲＭ）→ＲＧ（ ＳＡ），使得 Ｇ（ ｆ）＝ Ｇ（π）ｇ，再用函子 Ｆ 作用可得 ＦＧ
（ ｆ）＝ ＦＧ（π）Ｆ（ｇ），即 ｆ＝πＦ（ｇ），所以由 １）⇔２）的证明可得 Ｆ（ ＲＭ）为左 Ｓ－ＣＥ－投射模．

４）⇒１） 　 由 １） ⇒４）证明可得，若 Ｆ （ ＲＭ）为左 Ｓ －ＣＥ －投射模，则 ＧＦ （ ＲＭ）为 ＣＥ －投射模，又由

ＧＦ（ ＲＭ）≅ＲＭ，即ＲＭ 是 ＣＥ－投射模．
定理 ２　 对任意左 Ｒ－模正合列 ０→Ｍ１→Ｍ→Ｍ２→０，下列结论成立：
１） 若左 Ｒ－模 Ｍ１，Ｍ２为 ＣＥ－射投模，则模 Ｍ 也为 ＣＥ－投射模；

２） 若模 Ｍ 为 ＣＥ－投射模且对于任意 Ｋ∈ＲＸ，有 Ｅｘｔ２Ｒ（Ｍ２，Ｋ）＝ ０，则模 Ｍ１ 是 ＣＥ－投射模．
证明　 １）对左 Ｒ－模正合列 ０→Ｍ１→Ｍ→Ｍ２→０，使用长正合列定理可得

…→ Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ２，Ｋ） → Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ） → Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ１，Ｋ）
∂
→ Ｅｘｔ２Ｒ（Ｍ２，Ｋ） → Ｅｘｔ２Ｒ（Ｍ，Ｋ） → Ｅｘｔ２Ｒ（Ｍ１，Ｋ） → …

　 　 根据模 Ｍ１，Ｍ２ 为 ＣＥ－投射模可知，Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ１，Ｋ）＝ ０，Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ２，Ｋ）＝ ０，则 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｋ，Ｍ）＝ ０，故根据 ＣＥ－投射

模定义可得模 Ｍ 是 ＣＥ－投射模．
２） 由模 Ｍ 是 ＣＥ－投射模，所以 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｋ）＝ ０，又 Ｅｘｔ２Ｒ（Ｍ２，Ｋ）＝ ０，即 Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ１，Ｋ）＝ ０，故左 Ｒ－模 Ｍ１为

ＣＥ－投射模．

２　 投射维数

因为投射模一定是 ＣＥ－投射模，由文献［７］可知，投射模一定有投射分解，故 ＣＥ－投射模有 ＣＥ－投射分

解，并且可类似定义 ＣＥ－投射模的投射维数．记 ＣＥ－投射模ＲＭ 的投射维数为 ｌ．ＣＥｐｄ（ ＲＭ） ．
定理 ３　 设 Ｆ：ＲＭ→ＳＭ 为模范畴的等价函子，且函子 Ｇ 是函子 Ｆ 的逆函子，则ＲＭ 在 Ｒ 环上的 ＣＥ－投射

维数和ＳＦ（ ＲＭ）在 Ｓ 环上的 ＣＥ－投射维数相等，即 ｌ．ＣＥｐｄ（ ＲＭ）＝ ｌ．ＣＥｐｄ（ ＳＦ（ ＲＭ）） ．
证明　 设 ｌ．ＣＥｐｄ（ ＲＭ）＝ ｎ＜∞ （其中 Ｐ ｉ 均为 ＣＥ－投射模，ｉ＝ １，２，３，…，ｎ），则对一切的左 Ｒ－模 Ｍ 有形如

正合列
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０ → Ｐｎ →…→ Ｐ１ → Ｐ０ → Ｍ→ ０
的 ＣＥ－投射分解，用函子 Ｆ 作用上述正合列，可得下列正合列：

０ → Ｆ（Ｐｎ） → …→ Ｆ（Ｐ１） → Ｆ（Ｐ０） → Ｆ（Ｍ） → ０
由定理 １中 １）⇒４）可得每个 Ｆ（Ｐ ｉ）都是 Ｓ－ＣＥ－投射模，故 ｌ．ＣＥｐｄ（ＳＦ（ＲＭ））≤ｎ．

假设 ｌ．ＣＥｐｄ（ＲＭ）＝ ∞，显然 ｌ．ＣＥｐｄ（ＳＦ（ＲＭ））≤ｌ．ＣＥｐｄ（ＲＭ）总是成立的，综上，ｌ．ＣＥｐｄ（ＳＦ（ＲＭ））≤ｌ．ＣＥｐｄ（ＲＭ）
成立．

反之，如果 ｌ．ＣＥｐｄ（ ＳＦ（ ＲＭ））≤ｎ＜∞ ，由上述证明可得

ｌ．ＣＥｐｄ（ ＲＧＦ（ ＲＭ）） ≤ ｌ．ＣＥｐｄ（ ＳＦ（ ＲＭ））
又由于 ＧＦ（ ＲＭ）≅ＲＭ，即 ｌ．ＣＥｐｄ（ ＲＭ）≤ｌ．ＣＥｐｄ（ ＳＦ（ ＲＭ）） ．

假设 ｌ． ＣＥｐｄ （ ＳＦ （ ＲＭ）） ＝ ∞ ，则显然 ｌ． ＣＥｐｄ （ ＲＭ） ≤ ｌ． ＣＥｐｄ （ ＳＦ （ ＲＭ））成立，综上， ｌ． ＣＥｐｄ （ ＲＭ） ≤
ｌ．ＣＥｐｄ（ ＳＦ（ ＲＭ））成立．

所以 ｌ．ＣＥｐｄ（ ＲＭ）＝ ｌ．ＣＥｐｄ（ ＳＦ（ ＲＭ）） ．证毕．

参考文献：
［１］ ＡＮＤＥＲＳＯＮ Ｆ Ｗ， ＦＵＬＬＥＲ Ｋ Ｒ． Ｒｉｎｇｓ ａｎｄ Ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ ｏｆ Ｍｏｄｕｌｅｓ ［Ｍ］． Ｓｐｒｉｎｇｅｒ⁃Ｖｅｒｌａｇ， Ｂｅｒｌｉｎ，１９７４

［２］ 谢国根，葛茂荣．关于 ＣＥ⁃内射模［Ｊ］．阜阳师范学院学报，２０１１，８９（３）：１８⁃２０

［３］ 黄影．ＦＰ⁃投射模［Ｊ］．吉林师范大学学报：２００７，３９（１）：４６⁃４８

［４］ 唐义立，葛茂荣．ＦＧ 平坦模［Ｊ］．重庆工商大学学报：自然科学版，２０１２，２９（４）：２０⁃２３

［５］ 朱晓胜．正则环的同调维数［Ｊ］．南京大学学报：数学半年刊，１９９４，１１（２）：２２６⁃２３２

［６］ 朱占敏．广义 ＦＰ⁃内射模，广义平坦模与某些环［Ｊ］．数学理论与应用，２００２，２２（３）：４０⁃４６

Ｏｎ ＣＥ⁃ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ Ｍｏｄｕｌｅｓ ａｎｄ ＣＥ⁃ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ

ＸＩＥ Ｇｕｏ⁃ｇｅｎ
（Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔｅｒ， Ｔｏｎｇｌｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｔｏｎｇｌｉｎｇ ２４４０００， Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｍａｋｉｎｇ ｕｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｍｏｄｕｌｅ， ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｓ ＣＥ⁃ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｍｏｄｕｌｅｓ， ｔｈｅ
ｄｕａｌ ｍｏｄｕｌｅｓ ｏｆ ＣＥ⁃ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ ｍｏｄｕｌｅｓ， ａｎｄ ｇｉｖｅｓ ｓｏｍｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ＣＥ⁃ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｍｏｄｕｌｅｓ ａｎｄ ＣＥ⁃ ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ ａｓ ｆｏｌｌｏｗ： Ｓｕｐｐｏｓｅ ａｎ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｏｆ ｍｏｄｕｌｅｓ ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ ｆｕｎｃｔｏｒ Ｆ：ＲＭ→ＳＭ， ａｎｄ Ｇ ｉｓ
ｉｎｖｅｒｓｅ ｆｕｎｃｔｏｒ ｏｆ Ｆ， （１）Ｍ ｉｓ ＣＥ⁃ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｍｏｄｕｌｅｓ， ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ Ｆ（ ＲＭ） ｉｓ ＣＥ⁃ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｍｏｄｕｌｅｓ；（２） ＣＥ⁃
ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｏｆ Ｍ ｏｎ ｒｉｎｇ Ｒ ａｎｄ ＣＥ⁃ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ Ｆ（ ＲＭ）ｏｎ ｒｉｎｇ Ｓ ａｒｅ ｅｑｕａｌ， ｌ．ＣＥｐｄ（ ＲＭ）＝ ｌ．
ＣＥｐｄ（ ＳＦ（ ＲＭ））

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ＣＥ⁃ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｍｏｄｕｌｅｓ； ＣＥ⁃ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ； ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｏｆ ｍｏｄｕｌｅｓ ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ

９３第 ５期 谢国根：关于 ＣＥ－投射模及其投射维数


