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二重非齐次马氏链的一个重要结论∗
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　 　 摘　 要：马尔科夫链是一类特殊的随机过程，相对于一重马氏链，二重马氏链的应用也十分广泛，主要

给出了二重非齐次马氏链的一个重要结论．
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设 ｆｎ（ｘ，ｙ，ｚ），ｎ∈Ｎ＋{ }是定义在 Ｅ×Ｅ×Ｅ 上的一列三元实值函数，记 ξｎ ＝ ｆｎ（Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２），则 ξｎ 为二重

马氏链 Ｘｎ，ｎ∈Ｎ＋{ }的一列函数， ａｎ{ }为一数列，且 ０＜ａｎ↑，ｎ∈Ｎ＋ ．定义

ｆ∗ｎ （ｘ，ｙ，ｚ） ＝
ｆｎ（ｘ，ｙ，ｚ），若 ｆｎ（ｘ，ｙ，ｚ） ≤ ａｎ

０，反之{
　 　 设 ｒ，ｓ∈Ｅ，λ 为实数，若 Ｐ（Ｘｎ＋１ ＝ ｓ，Ｘｎ ＝ ｒ）＞０，则令

ηｎ（ ｒ，ｓ） ＝ Ｅ［ ｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２） Ｘｎ ＝ ｒ，Ｘｎ＋１ ＝ ｓ］ （１）

ζｎ（λ，ｒ，ｓ） ＝ Ｅ ｅｘｐ
λｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２） － ηｎ（ ｒ，ｓ）

ａｎ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｘｎ ＝ ｒ，Ｘｎ＋１ ＝ ｓ{ } ＝

􀰐
＋∞

ｋ ＝ ０
Ｐｎ（ ｒｓ，ｋ）ｅｘｐ

λｆ∗ｎ （ ｒ，ｓ，ｋ） － ηｎ（ ｒ，ｓ）
ａｎ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （２）

显然有

ｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２） － ηｎ（ ｒ，ｓ）
ａｎ

≤ ２

　 　 定理 １　 令｛ξｎ ＝ ｆｎ（Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２），ｎ∈Ｎ＋｝为二重非齐次马氏链｛Ｘｎ，ｎ∈Ｎ＋｝的函数列，｛φｎ，ｎ∈Ｎ＋｝是

Ｒ 上正值连续偶函数，且当 ｘ ↑时，
φｎ（ｘ）

ｘ
↑，

φｎ（ｘ）
ｘ２
↓，令｛ａｎ，ｎ∈Ｎ＋｝为一数列，且 ０＜ａｎ↑，又

􀰐
∞

ｎ ＝ ０
Ｅ
φｎ（ξｎ）
φｎ（ａｎ）

＜ ∞ （３）

则有􀰐
ｎ－２

ｍ ＝ ０

ξｍ － Ｅ ξｍ Ｘｍ－ｋ＋１，Ｘｍ－ｋ＋２( )

ａｍ
ａ．ｅ．收敛．

证明　 当 ｋ＝ １时，根据式（３）可得

􀰐
∞

ｎ ＝ ０
Ｅ｛

Ｅ［φｎ（ξｎ） Ｘｎ，Ｘｎ＋１］
φｎ（ａｎ）

｝ ＜ ∞ （４）



而 Ｅ［φｎ（ξｎ） Ｘｎ，Ｘｎ＋１］（ｎ∈Ｎ＋）是非负随机变量，则有􀰐
ｎ－２

ｍ ＝ ０

Ｅ［φｍ（ξｍ） Ｘｍ，Ｘｍ＋１］
φｍ（ａｍ）

ａ．ｅ．收敛，

􀰐
∞

ｍ ＝ ０
Ｐ（ξｍ ≠ ｆ∗ｍ （Ｘｍ，Ｘｍ＋１，Ｘｍ＋２）） ＝􀰐

∞

ｍ ＝ ０
∫

ξｍ ＞ ａｍ
Ｐ（ｄω） ≤􀰐

∞

ｍ ＝ ０
∫

ξｍ ＞ ａｍ

φｍ（ξｍ）
φｍ（ａｍ）

Ｐ（ｄω） ≤

􀰐
∞

ｍ ＝ ０
∫

ξｍ ＞ ａｍ

φｍ（ξｍ）
φｍ（ａｍ）

Ｐ（ｄω） ≤

Ｅ φｍ（ξｍ）[ ]

φｍ（ａｍ）
＜ ∞

（５）

再由 Ｂ－Ｃ引理得 ξｍ≠ｆ∗ｍ （Ｘｍ，Ｘｍ＋１，Ｘｍ＋２）仅对有限个状态成立，则􀰐
ｎ－２

ｍ ＝ ０

ξｍ － ｆ∗ｍ （Ｘｍ，Ｘｍ＋１，Ｘｍ＋２）
ａｍ

ａ．ｅ．收敛．

由式（１）和（２），得

Ｅ
λｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２） － ηｎ（ ｒ，ｓ）

ａｎ
Ｘｎ ＝ ｒ，Ｘｎ＋１ ＝ ｓ{ } ＝ ０ （６）

ζｎ（λ，ｒ，ｓ） － １ ＝

Ｅ ｅｘｐ
λｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２） － ηｎ（ ｒ，ｓ）

ａｎ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｘｎ ＝ ｒ，Ｘｎ＋１ ＝ ｓ{ } － １ ＝

Ｅ ｅｘｐ
λｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２） － ηｎ（ ｒ，ｓ）

ａｎ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
－ １ －

λｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２） － ηｎ（ ｒ，ｓ）
ａｎ

Ｘｎ ＝ ｒ，Ｘｎ＋１ ＝ ｓ{ } （７）

ηｎ（ ｒ，ｓ） ＝

Ｅ［ ｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２） Ｘｎ ＝ ｒ，Ｘｎ＋１ ＝ ｓ］ ＝ ∫∞
－∞

ｆ∗ｎ （ ｒ，ｓ，Ｘｎ＋２）ｄＦＸｎ＋２ Ｘｎ＋１，Ｘｎ
（ｘ ｒ，ｓ） ≤

∫∞
－∞

ｆ∗ｎ （ ｒ，ｓ，Ｘｎ＋２） ｄＦＸｎ＋２ Ｘｎ＋１，Ｘｎ
（ｘ ｒ，ｓ）＝ ∫∞

－∞
ｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２） ｄＦＸｎ＋２ Ｘｎ＋１，Ｘｎ

（ｘ ｒ，ｓ） （８）

其中 ＦＸｎ＋２ Ｘｎ＋１，Ｘｎ
（ｘ ｒ，ｓ）＝ Ｐ（Ｘｎ＋２≤ｘ Ｘｎ ＝ ｒ，Ｘｎ＋１ ＝ ｓ） ．而当 ｘ ＜ｔ 时，０≤ｅｘ－１－ｘ≤ｘ２ｅｔ，故

０ ≤ Ｅ ｅｘｐ
λｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２） － ηｎ（ ｒ，ｓ）

ａｎ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
－ １ －

λｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２） － ηｎ（ ｒ，ｓ）
ａｎ

Ｘｎ ＝ ｒ，Ｘｎ＋１ ＝ ｓ{ } ＝

ζｎ（λ，ｒ，ｓ） － １ ≤ ｅ２ λ Ｅ
λｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２） － ηｎ（ ｒ，ｓ）

ａｎ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

Ｘｎ ＝ ｒ，Ｘｎ＋１ ＝ ｓ{ } ＝

ｅ２ λ λ２Ｅ
ｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２）( ) ２ ＋ ηｎ（ ｒ，ｓ）( ) ２ － ２ｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２）ηｎ（ ｒ，ｓ）

ａ２ｎ
Ｘｎ ＝ ｒ，Ｘｎ＋１ ＝ ｓ{ }≤

ｅ２ λ λ２Ｅ
ｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２）( ) ２ ＋ ηｎ（ ｒ，ｓ）( ) ２

ａ２ｎ
Ｘｎ ＝ ｒ，Ｘｎ＋１ ＝ ｓ{ } ＝

２ｅ２ λ λ２Ｅ
ｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２）( ) ２

ａ２ｎ
Ｘｎ ＝ ｒ，Ｘｎ＋１ ＝ ｓ{ }≤

２ｅ２ λ λ２Ｅ
φｎ ｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２）( )

φｎ ａｎ( )
Ｘｎ ＝ ｒ，Ｘｎ＋１ ＝ ｓ{ } （９）

　 　 由式（４）和式（９）知􀰐
ｎ－２

ｍ ＝ ０
ζ ｎ（λ，Ｘｍ，Ｘｍ＋１） － １( ) ａ．ｅ．收敛，从而􀰐

ｎ－２

ｍ ＝ ０
ζ ｎ（λ，Ｘｍ，Ｘｍ＋１）ａ．ｅ．收敛 ．于是

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｅｘｐ λ􀰐

ｎ－２

ｍ ＝ ０

ｆ∗ｍ （Ｘｍ，Ｘｍ＋１，Ｘｍ＋２） － ηｍ（ ｒ，ｓ）
ａｍ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } （１０）
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存在且 ａ．ｅ．有限．分别令 λ＝ －１，λ＝ １，代入式（９）可推得􀰐
ｎ－２

ｍ ＝ ０

１
ａｍ

ｆ∗ｍ （Ｘｍ，Ｘｍ＋１，Ｘｍ＋２） － ηｍ（ ｒ，ｓ）[ ] ａ．ｅ． 有限，由

已知若 ｘ ＞ａｎ，则
ｘ
ａｎ
＜
φｎ（ｘ）
φｎ（ａｎ）

，从而

Ｅ（ξｎ Ｘｎ，Ｘｎ＋１） － Ｅ（ ｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２） Ｘｎ，Ｘｎ＋１）
ａｎ

＝

Ｅ（ξｎ － ｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２） Ｘｎ，Ｘｎ＋１）
ａｎ

≤

Ｅ
ξｎ － ｆ∗ｎ （Ｘｎ，Ｘｎ＋１，Ｘｎ＋２）

ａｎ
Ｘｎ，Ｘｎ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

Ｅ
ξｎ
ａｎ

χ（ ξｎ ＞ ａｎ） Ｘｎ，Ｘｎ＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷≤

Ｅ
φｎ（ξｎ）
φｎ（ａｎ）

χ（ ξｎ ＞ ａｎ） Ｘｎ，Ｘｎ＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷≤

Ｅ φｎ（ξｎ） Ｘｎ，Ｘｎ＋１( )

φｎ（ａｎ）

（１１）

于是 􀰐
ｎ－２

ｍ ＝ ０

Ｅ（ξｍ Ｘｍ，Ｘｍ＋１） － Ｅ（ ｆ∗ｍ （Ｘｍ，Ｘｍ＋１，Ｘｍ＋２） Ｘｍ，Ｘｍ＋１）
ａｍ

ａ．ｅ． 收敛 ，知 􀰐
ｎ－２

ｍ ＝ ０

ξｍ － Ｅ（ξｍ Ｘｍ，Ｘｍ＋１）
ａｍ

ａ．ｅ．

收敛． 故 ｋ＝ １时，结论成立；当 ｋ＞１时，｛Ｘｎｋ＋ｍ，ｎ≥０｝也是二重非齐次马氏链，同理可以证明结论成立．
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