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　　摘　要：给定Ｘ，Ｂ∈Ｒｎ×ｍ和正整数ｓ，在集合Ｗ－１ＡＳＲｎ×ｎ中寻找矩阵方程ＡＸ＝Ｂ的解Ａ，使得ｒ（Ａ）＝ｓ；当

解集Ｓ１＝｛Ａ∈Ｗ
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Ａ∈Ｓ１
ｒ（Ａ），Ｍ～＝ｍａｘ

Ａ∈Ｓ１
ｒ（Ａ），在Ｓ１中确定最大、最小秩解．

关键词：Ｗ准反对称矩阵；矩阵方程；最大秩；最小秩
中图分类号：Ｏ１５１　　　文献标识码：Ａ　　　文章编号：１６７２－０５８Ｘ（２０１５）０４－００２８－０４

设Ｒｎ×ｍ表示所有ｎ×ｍ实矩阵的集合；ＡＳＲｎ×ｎ和ＯＲｎ×ｎ分别表示所有ｎ×ｎ反对称和正交矩阵的集合；记号

ＡＴ，Ａ＋，Ａ－和ｒ（Ａ）分别代表矩阵 Ａ的转置、ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ广义逆、内逆、和秩；记号 ＬＡ和 ＲＡ表示由 Ａ决定

的两个投影ＬＡ＝Ｉ－ＡＡ
－
和ＲＡ＝Ｉ－Ａ

－Ａ；矩阵Ｉ和０分别表示单位阵和零矩阵．

近年来，由于矩阵秩方法的应用，不少作者对线性矩阵方程的最大、最小秩问题做了研究．例如，王［１－５］

得到了一些有关四元素矩阵方程系统的重要结论；田［６］得到了矩阵方程 Ａ＝ＢＸ＋ＹＣ的最小秩解；肖［７］研究

了矩阵方程ＡＸ＝Ｂ的对称最小秩解．此处研究矩阵方程 ＡＸ＝Ｂ的 Ｗ准反对称解，从解集中找出它的最大、

最小秩解，并得到指定秩的 Ｗ准反对称解．当 Ｗ＝Ｄ２时，所研究的问题就变为 Ｄ反对称矩阵的最小秩问

题［８］，并且当Ｗ＝Ｉｎ时，所研究的问题就变为反对称矩阵的最小秩问题，即矩阵方程ＡＸ＝Ｂ的反对称最小秩

解、Ｄ反对称最小秩解都是文中特例．

１　引　理

引理１［９］　设矩阵Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ分别为ｍ×ｎ，ｍ×ｋ，ｌ×ｎ，ｌ×ｋ矩阵，那么
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其中Ｇ＝ＣＲＡ，Ｈ＝ＬＡＢ．

引理２［１０］　给定矩阵Ｘ，Ｂ∈Ｒｎ×ｍ，设ＷＸ的奇异值分解为
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其中Ｕ＝（Ｕ１ Ｕ２）∈ ＯＲｎ×ｎ，Ｕ１∈ Ｒ
ｎ×ｋ，Ｖ＝（Ｖ１ Ｖ２）∈ ＯＲｍ×ｍ，Ｖ１∈ Ｒ

ｍ×ｋ，ｋ＝ｒ（ＷＸ）＝ｒ（Ｘ）， ＝

ｄｉａｇ（σ１，σ２，…，σｋ），σ１≥…≥σｋ ＞０，那么矩阵方程ＡＸ＝Ｂ在集合Ｗ
－１ＡＳＲｎ×ｎ中可解的充要条件为

Ｂ＝Ｂ（ＷＸ）＋（ＷＸ），　ＸＴＷＢ＝－ＢＴＷＸ （４）

并且在有解时，通解为
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２　结论及证明

定理１　给定矩阵Ｘ，Ｂ∈Ｒｎ×ｍ和一个正整数ｓ，设ＷＸ的奇异值分解为式（３），那么矩阵方程ＡＸ＝Ｂ具有

秩为ｓ的Ｗ准反对称解的充要条件为

Ｂ＝ＢＸ＋Ｘ，　ＸＴＷＢ＝－ＢＴＷＸ，　２ｒ（Ｂ）－ｒ（ＸＴＷＢ）≤ｓ≤ｎ＋ｒ（Ｂ）－ｒ（Ｘ）

且一般解为
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　　证明　假设式（４）成立，由引理２，矩阵方程ＡＸ＝Ｂ的Ｗ准反对称解的一般形式为
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＋ｒＡ１１ Ａ１２( ) －ｒ（Ａ１１）＝ｔ，对式（５）中的Ａ应用式（２）得
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ｍｉｎ
Ａ
ｒ（Ａ）＝ｍｉｎ

Ａ２２
ｒ［ＬＧ１（Ａ２２－Ａ２１Ａ

＋
１１Ａ１２）ＬＧ１］＋ｔ （６）

ｍａｘ
Ａ
ｒ（Ａ）＝ｍａｘ

Ａ２２
ｒ［ＬＧ１（Ａ２２－Ａ２１Ａ

＋
１１Ａ１２）ＬＧ１］＋ｔ （７）

因为Ｂ＝Ｂ（ＷＸ）＋ＷＸ＝ＢＸ＋Ｗ－１ＷＸ＝ＢＸ＋Ｘ，ＷＸ＝Ｕ１Ｖ
Ｔ
１，Ｕ

Ｔ
１Ｕ１＝Ｉｋ，Ｖ

Ｔ
２Ｖ２＝Ｉｋ，Ｖ１Ｖ

Ｔ
１＋Ｖ２Ｖ

Ｔ
２＝Ｉｍ，ＢＶ２＝０，又

ｒ
Ａ１１
Ａ２１








＝ｒ（ＵＴＢＶ１

－１
）＝ｒ（ＢＶ１）＝ｒ［Ｂ（Ｖ１ Ｖ２）］＝ｒ（ＢＶ）＝ｒ（Ｂ） （８）

ｒＡ１１ Ａ１２( ) ＝ｒ（－ＡＴ１１ Ａ１２）＝ｒ（－
－１
ＶＴ１Ｂ

ＴＵ）＝ｒ（ＢＶ１）＝ｒ（Ｂ） （９）
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）＝ｒ（ＵＴ１ＢＶ１）＝ｒ（Ｖ１ＵＴ１Ｂ）＝ｒ（ＸＴＷＢ） （１０）

由式（５）（６）和引理１，当ｒ［ＬＧ１（Ａ２２－Ａ２１Ａ
＋
１１Ａ１２）ＬＧ１］＝０时，ｒ（Ａ）是最小的，由式（８）－（１０），得到矩阵方程

ＡＸ＝Ｂ的Ｗ准反对称解的最小秩为

ｍ～＝２ｒ（Ｂ）－ｒ（ＸＴＷＢ） （１１）

记　 Ａ２２＝Ａ２１Ａ
＋
１１Ａ１２＋Ｎ （１２）

其中Ｎ∈ＡＳＲ（ｎ－ｋ）×（ｎ－ｋ）满足ＬＧ１ＮＬＧ１＝０．由引理２，矩阵方程ＡＸ＝Ｂ的Ｗ准反对称最小秩解可表示为
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其中Ａ２２如式（１２）．

因为ｒ［ＬＧ１（Ａ２２－Ａ２１Ａ
＋
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　　由于ＬＧ１是一个幂等矩阵，可得

ｒ（ＬＧ１）＝ｔｒａｃｅ（ＬＧ１）＝ｎ－ｋ－ｒ（Ｇ１Ｇ
＋
１）＝ｎ－ｋ－ｒ（Ｇ１）＝ｎ－ｋ－ｒ［Ａ２１（Ｉ－Ａ

＋
１１Ａ１１）］＝

ｎ－ｋ－ｒ
Ａ１１
Ａ２１( ) ＋ｒ（Ａ１１）＝ｎ－ｋ－ｒ（Ｂ）＋ｒ（ＸＴＷＢ）＝ｎ－ｒ（Ｘ）－ｒ（Ｂ）＋ｒ（ＸＴＷＢ）

　　由式（５），（７）－（１０）和引理１，得到矩阵方程ＡＸ＝Ｂ的Ｗ准反对称解的最大秩为

Ｍ～＝ｎ＋ｒ（Ｂ）－ｒ（Ｘ） （１４）
　　与最小秩解的讨论类似，矩阵方程ＡＸ＝Ｂ的Ｗ准反对称最大秩解为

Ａ＝ＢＸ＋ －［Ｂ（ＷＸ）＋］ＴＷ（Ｉ－ＸＸ＋）＋Ｕ２Ａ２２Ｕ
Ｔ
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其中Ａ２２＝Ａ２１Ａ
＋
１１Ａ１２＋Ｎ，任意矩阵Ｎ∈ＡＳＲ

（ｎ－ｋ）×（ｎ－ｋ）满足

ｒ（ＬＧ１ＮＬＧ１）＝ｎ＋ｒ（Ｘ
ＴＷＢ）－ｒ（Ｘ）－ｒ（Ｂ） （１６）

　　综合式式（４），（１１）－（１６），得到了定理１的结论．
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