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算子代数的产生可以追溯到２０世纪２０年代末，当时ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ（冯·诺依曼）建立了非自伴算子谱

理论以后，于１９２９年引入了“算子环”的概念，后来被人们称之为 ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ算子代数．此类代数是在

Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上对伴随运算封闭，并且在强算子拓扑下闭的算子代数．之后几十年，ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ代数的三角

子代数以及套代数［１，２］和自反代数等相继产生．

近几年来，葛力明、袁魏［３，４］研究了一类非自伴代数，他们称之为ＫａｄｉｓｏｎＳｉｎｇｅｒ代数 （也称为ＫＳ代数）．

这类代数是自反的，因此一方面它可以由其对应的自反子空间格来完全决定，另一方面这类代数和它们所

对应的子空间格所生成的ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ代数又密切相关，这使得可以利用ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ代数的结构和运算

的性质来研究自反子空间格上的相应理论．

文献［５］证明了无限维可分Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上的极大套在某个秩投影下的单点扩张是个ＫＳ格；文献［６］证

明Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上的套在某个秩投影下的单点扩张是个ＫＳ格；文献［７］在以上结论的基础上，推广到Ｈｉｌｂｅｒｔ

空间  中结论也成立．受文献［７］及以上作者的启发，此处将证明文献［７］的结论推广到一般的 Ｈｉｌｂｅｒｔ

空间  … 中，结论仍然成立．

１　基本概念及术语

现在将回顾ＫａｄｉｓｏｎＳｉｎｇｅｒ代数的基本概念及术语．设 为可分的复Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，（ ）为 上有界线性

算子全体所构成的集合．相应地，设 是 （ ）的子集，记 （ （ ））为其中全体投影，用 Ｌａｔ（ ）＝

Ｐ∈ （（ ））：（Ｉ－Ｐ）ＡＰ＝０，Ａ∈{ } 表示 的不变投影格，其在强算子拓扑下是闭的．对于 （ ）中

的正交投影Γ，用Ａｌｇ（Γ）＝ Ａ∈ （ ）：（Ｉ－Ｐ）ＡＰ＝０，Ｐ∈Γ{ } 表示使得Γ中每个正交投影都不变的

有界线性算子所构成的代数．特别地，如果 ＝Ｌａｔ（Ａｌｇ（））则称 是自反格．设 是 （ ）的代数，如果 ＝Ａｌｇ

（Ｌａｔ（ ）），则称 是 （ ）的自反子代数．中的套是指包含零算子０和恒等算子Ｉ的投影的全序族 ，并且

套 在强算子拓扑下是闭的．



定义１　设 为Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 上的ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ代数，并且满足：

（１） 是一个自反代数；

（２）如果 也是 （ ）的自反代数，并且  ，如果 ∩ ＝ ∩ 当且仅当 ＝ ，那么称 为Ｋａｄｉｓｏｎ

Ｓｉｎｇｅｒ代数（也称为ＫＳ代数）．

定义２　设 是 （ ）的投影格，

′＝Ａｌｇ（）∩（Ａｌｇ（）） ＝ Ａ∶ＡＢ＝ＢＡ，Ｂ∈{ }

为 的一次换位子，的二次换位子 ″（ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ代数）是 ′的一次换位子，即 ″＝（′）′．

定义３　设 是 （ ）的投影格，称

′＝Ａｌｇ（）∩（Ａｌｇ（）） ＝ Ａ∶ＡＢ＝ＢＡ，Ｂ∈{ }

为 的一次换位子，的二次换位子 ″（ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ代数）是 ′的一次换位子，即 ″＝（′）′．

定义４　设 是 （ ）的投影格，并且 是生成 ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ代数 ″的最小自反格，如果 Ａｌｇ（ ）是

ＫａｄｉｓｏｎＳｉｎｇｅｒ代数，则称 是ＫａｄｉｓｏｎＳｉｎｇｅｒ格（也称为ＫＳ格）．

定义５　设 为Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 上的ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ代数，为 的一个投影格，若 满足：

（１） 是自反格；

（２）若  也是自反格，并且 生成ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ代数 当且仅当 ＝ ，则称 是 的一个ＫＳ格．

定义６［８］　设 是Ｂａｎａｃｈ空间 上的一个子空间格，Ｅ∈ ，定义：

（１）Ｅ－＝∨ Ｆ∈ ：ＥＦ≠Ｅ{ }，０－＝０；

（２）Ｅ＃＝∨ Ｆ∈ ：ＥＦ－≠Ｅ{ }．

定理１［８－１０］　设 是Ｂａｎａｃｈ空间 上的一个子空间格，则下列条件等价：

（１） 是完全分配格；

（２）Ｅ＝Ｅ＃，Ｅ∈ ．

２　主要结论

设 是一个复可分的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，记Ｈ是由ｍ个 直和得到的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，Ｈ＝  … ，（Ｈ）

表示Ｈ中的全体有界线性算子．相应地设矩阵

Ａ∈ ，Ｂ∈ ，ＡＢ
Ａ

Ｂ[ ] ∈ 

设Ｅｉｊ表示第ｉ行第ｊ列位置上的元素为１，其他位置全为０的矩阵，令

Ａｋ＝
ｋ

ｉ＝１
Ｅｉｉ，ｋ＝１，２，…，ｍ；Ａ＝

１
ｍ

ｍ

ｉ＝１

ｍ

ｊ＝１
Ｅｉｊ；Ｆｌ＝

ｌ·ｍ

ｉ＝１
Ｅｉｉ

以及

Ｆ＝

Ｉｍ … Ｉｍ

 

Ｉｍ … Ｉｍ













其中Ｉｍ表示Ｈ上的恒等算子；０，Ｉ分别表示Ｈ上的零算子和恒等算子．记 为

＝｛０，Ａｋ，Ａ，Ｆｌ，Ｆ，ｉ，Ａｋ∨Ａ，Ａｋ∨Ｆ，Ａ∨Ｆ，Ｆｌ∨Ｆ，Ａｋ∨Ａ∨Ｆ：ｋ＝１，２，…，ｍ；

ｌ＝１，２，…，ｎ－１｝
（１）
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计算可得

Ａｋ∨Ａ∨Ｆ＝

Ｂ１ Ｂ２ … Ｂ２

Ｂ２ Ｂ３ … Ｂ３

  

Ｂ２ Ｂ３ … Ｂ３

















（２）

这里Ｂ１＝ＩｋＭ１，其中的 Ｉｋ表示 Ｋ阶单位矩阵；Ｂ２＝０Ｋ Ｍ１－
１
ｍ

ｍ

ｉ，ｊ＝１
Ｅｉｊ( )，这里的０ｋ表示 ｋ阶０矩阵；Ｂ３＝

１
ｎ－１
ＩｋＭ２，其中Ｍ１，Ｍ２∈（Ｍｍｎ（ ））分别为

Ｍ１＝

ｍ＋ｎ－ｋ－１
ｍｎ

ｎ－１
ｍｎ

…
ｎ－１
ｍｎ

ｎ－１
ｍｎ

ｍ＋ｎ－ｋ－１
ｍｎ

…
ｎ－１
ｍｎ

  

ｎ－１
ｍｎ

ｎ－１
ｍｎ

…
ｍ＋ｎ－ｋ－１

ｍｎ























Ｍ２＝

（ｎ－１）（ｍ－ｋ）＋１
（ｍ－ｋ）ｎ（ｎ－１）

１
（ｍ－ｋ）ｎ（ｎ－１）

…
１

（ｍ－ｋ）ｎ（ｎ－１）

１
（ｍ－ｋ）ｎ（ｎ－１）

（ｎ－１）（ｍ－ｋ）＋１
（ｍ－ｋ）ｎ（ｎ－１）

…
１

（ｍ－ｋ）ｎ（ｎ－１）

  

１
（ｍ－ｋ）ｎ（ｎ－１）

１
（ｍ－ｋ）ｎ（ｎ－１）

…
（ｎ－１）（ｍ－ｋ）＋１
（ｍ－ｋ）ｎ（ｎ－１）























（３）

易知Ｅ∨Ｆ＝Ｅ０∨Ｅ∨Ｆ，因此式（２）中只需ｋ＝０即为Ｅ∨Ｆ．由此有如下结论：

结论１　在 （Ｈ）中 是生成ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ代数Ｍｍｎ（ ）的格．

证明　证明 是一个格，因为

Ａｋ∧Ａ＝０，Ａｋ∧Ｆ＝０，Ａｋ∧Ｆｌ＝Ａｋ，Ａ∧Ｆ＝０，Ｆｌ∧Ｆ＝０

以及Ａｋ∧Ｆｌ＝Ａｋ，因此Ｐ，Ｑ∈ 都有Ｐ∨Ｑ∈ 和Ｐ∧Ｑ∈ ，因此 是一个格．

要证 生成ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ代数Ｍｍｎ（ ），只需证明 的一次交换子 ′是平凡交换子即可，即证明 ′＝ Ｉ

即可．令

Ｘ＝

Ｘ１１ … Ｘ１ｎ

 

Ｘｎ１ … Ｘｎｎ













∈ （Ｈ），Ｘｉｊ∈Ｍｍｎ（ ），ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ （４）

由ＦｌＸ＝ＸＦｌ得到Ｘｉｊ＝０ｍ×ｍ，ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ；由ＦＸ＝ＸＦ得到Ｘ１１＝Ｘ２２＝…＝Ｘｎｎ；由ＡｋＸ＝ＸＡｋ，ｋ＝１，２，…，

ｍ得到

Ｘｉｉ＝

ｘ１１ ｘ１２ … ｘ１ｍ

０ ｘ２２ … ｘ２ｍ

  

０ ０ … ｘｍｍ

















，ｉ＝１，２，…，ｎ （５）
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再由ＡＸ＝ＸＡ得到


ｍ

ｋ＝１
ｘ１ｋ＝

ｍ

ｋ＝２
ｘ２ｋ＝… ＝ｘｍ－１，ｍ－１＋ｘｍ－１，ｍ ＝ｘｍｍ （６）

即得 ′＝ Ｉ，从而 生成ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ代数Ｍｍｎ（ ）．

结论２　 是生成ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ代数Ｍｍｎ（ ）的一个自反格．

证明　 是生成ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ代数Ｍｍｎ（ ）的一个自反格，只需证明Ｐ∈ ，都有Ｐ＝Ｐ＃即可．由定义５

以及定理１知是 完全分配格，从而 是自反格．

结论３　 是生成ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ代数Ｍｍｎ（ ）的ＫａｄｉｓｏｎＳｉｎｇｅｒ格．

证明　只需证明 是极小生成Ｍｍｎ（ ）的即可，即如果 ０ 是自反格，并且 ０生成 ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ代数

Ｍｍｎ（ ），则当且仅当 ０＝ ，因此只需证明 ０是由投影０，Ａｋ，Ａ，Ｆｌ，Ｆ，Ｉ所生成的自反格，其中 ｋ＝１，２，…，

ｍ；ｌ＝１，２，…，ｎ－１．

（ｉ）如果Ｆｎ－１ ０，则

０ ０，Ａｋ，Ａ，Ｆｌ，Ｆ，Ｉ，Ａｋ∨Ａ，Ａｋ∨Ｆ，Ａ∨Ｆ，Ｆｌ∨Ｆ，Ａｋ∨Ａ∨Ｆ∶ｋ＝１，２，…，ｍ；ｌ＝１，２，…，ｎ－２{ }

（７）

可取

Ｘ＝ＩＩ…ＩＭ （８）

其中Ｍ＝
１
２
Ｉ Ｉ

Ｉ Ｉ[ ] ，则
ＡｋＸ＝ＸＡｋ，ＡＸ＝ＸＡ，ＦｌＸ＝ＸＦｌ，ＦＸ＝ＸＦ

并且

Ａｋ∨Ａ，Ａｋ∨Ｆ，Ａ∨Ｆ，Ｆｌ∨Ｆ，Ａｋ∨Ａ∨Ｆ

均与Ｘ可交换，其中 ｋ＝１，２，…，ｍ；ｍ＝１，２，…，ｎ－２．从而可知 Ｘ∈ ０′，这与 ０′＝ Ｉ矛盾，从而可知

Ｆｎ－１∈ ０．

（ｉｉ）如果 Ｆｉ ０，其中 ｉ是从１到 ｎ－２中的某一整数，又因为（Ｆｉ∨Ｆ）∧Ｆｎ－１＝Ｆｉ且 Ｆｎ－１∈ ０，（Ｆｉ∨

Ｆ） ０，所以

０｛０，Ａｋ，Ａ，Ｆｌ，Ｆ，Ｉ，Ａｋ∨Ａ，Ａｋ∨Ｆ，Ａ∨Ｆ，Ｆｌ∨Ｆ，Ａｋ∨Ａ∨Ｆ∶

ｋ＝１，２，…，ｍ；ｌ≠ｉ，ｌ＝１，２，…，ｎ－２｝ （９）

此时取

Ｘ＝Ｉ…ＩＭＩ…Ｉ （１０）

其中Ｍ＝
１
２
Ｉ Ｉ

Ｉ Ｉ[ ] ，这里的Ｍ在分块矩阵Ｘ的第ｋ，ｋ＋１行和ｋ，ｋ＋１列．则
ＡｋＸ＝ＸＡｋＡＸ＝ＸＡ，ＦｌＸ＝ＸＦｌ，ＦＸ＝ＸＦ

并且

Ａｋ∨Ａ，Ａｋ∨Ｆ，Ａ∨Ｆ，Ｆｌ∨Ｆ，Ａｋ∨Ａ∨Ｆ

均与Ｘ可交换，其中ｋ＝１，２，…，ｍ；ｌ≠ ；ｌ＝１，２，…，ｎ－２．从而可知 Ｘ∈ ０′，这与 ０′＝ Ｉ矛盾，因此Ｆｎ－１∈

０，Ｆｉ∈ ０．

（ｉｉｉ）如果Ａ ０，因为（Ａｋ∨Ａ）∧（Ａ∨Ｆ）＝Ａ，ｋ＝１，２，…，ｍ－１，并且（Ａｋ∨Ａ∨Ｆ）∧Ｆｌ＝Ａｋ∨Ｆ，但

Ｆｌ∈ ０，所以只有式（１１）情况发生
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０｛０，Ａｋ，Ａ，Ｆｌ，Ｆ，Ｉ，Ａｋ∨Ａ，Ａｋ∨Ｆ，Ａ∨Ｆ，Ｆｌ∨Ｆ，Ａｋ∨Ａ∨Ｆ∶

ｋ＝１，２，…，ｍ－１；ｌ＝１，２，…，ｎ－１｝
（１１）

此时取投影矩阵

Ｘ＝ｄｉａｇＥ１１，Ｅ１１，…，Ｅ１１{ }

容易验证， ０与Ｘ均可交换，而且Ａｋ∨Ａ，ｋ＝１，２，…，ｍ－１同样与 Ｘ可交换．这说明 Ｘ∈ ０′，与 ０′＝ Ｉ矛

盾，从而可知Ｆｎ－１∈ ０，因此Ｆｉ∈ ０，Ａ∈ ０．

（ⅳ）如果Ａｍ ０，因为Ａｍ－１∨Ａ＝Ａｍ，但Ａ∈ ０，所以Ａｍ－１ ０，蕴含

０｛０，Ａｉ，Ａ，Ｆｌ，Ｆ，Ｉ，Ａｋ∨Ａ，Ａｋ∨Ｆ，Ａ∨Ｆ，Ｆｌ∨Ｆ，Ａｋ∨Ａ∨Ｆ∶

ｉ＝１，…，ｍ－２；ｌ＝１，…，ｍ－１；ｌ＝１，…，ｎ－１｝
（１２）

此时取Ｘ＝ｄｉａｇ｛Ｄ，Ｄ，…，Ｄ｝，其中

Ｄ＝Ｉｍ －
１
２
（Ｅｍ－１，ｍ－１＋Ｅｍ，ｍ）＋

１
２
（Ｅｍ－１，ｍ ＋Ｅｍ－１，ｍ） （１３）

可证Ｘ∈ ０′，与 ０′＝ Ｉ矛盾，因此Ａｍ∈ ０．

（ⅴ）如果Ａｍ－１ ０，因为 Ａｍ∧（Ａｍ－１∨Ｆ）＝Ａｍ－１，但 Ａｍ∈ ０，因此 Ａｍ－１∨Ｆ ０，此种情况包含于

（ⅳ），从而可知Ａｍ－１∈ ０．

（ⅵ）如果Ａｋ ０，因为Ｅｍ－１∈ ０，并且

Ａｍ－１∧（Ａｋ∨Ｆ）＝Ａｋ，Ａｍ－１∧（Ａｋ∨Ａ）＝Ａｋ，Ａｍ－１∧（Ａｋ∨Ａ∨Ｆ）＝Ａｋ
当ｋ≤ｍ－２时成立，因此（Ａｋ∨Ｆ） ０，（Ａｋ∨Ａ） ０以及（Ａｋ∨Ａ∨Ｆ） ０．所以

０｛０，Ａｉ，Ａ，Ｆｌ，Ｆ，Ｉ，Ａｉ∨Ａ，Ａｉ∨Ｆ，Ａ∨Ｆ，Ｆｌ∨Ｆ，Ａｉ∨Ａ∨Ｆ∶

ｉ≠ｋ，ｉ＝１，２，…，ｍ－１；ｌ＝１，２，…，ｎ－１｝ （１４）

此时取

Ｘ＝ｄｉａｇ｛Ｘ１，Ｘ１，…，Ｘ１｝ （１５）

其中

Ｘ１＝
ｍ

ｉ＝１
Ｅｉｉ＝

１
２
ｋ＋１

ｉ＝ｋ
Ｅｉｉ＋

１
２
（Ｅｋ，ｋ＋１＋Ｅｋ＋１，ｋ）

同理可证Ｘ∈ ０′，产生矛盾．因此Ａｋ∈ ０，ｋ为１，２，…，ｎ－２中的任意一个整数．

（ⅶ）最后证明Ｆ∈ ０，假若Ｆ ０，因为（Ｅ∨Ｆ）∧（Ｅｋ∨Ｆ）＝Ｆ，但是Ｅｍ－１∨Ｆ∈ ０，因此

０｛０，Ａｋ，Ａ，Ｆｌ，Ｉ，Ａｋ∨Ａ，Ａｋ∨Ｆ，Ａ∨Ｆ，Ｆｌ∨Ｆ，Ａｋ∨Ａ∨Ｆ∶

ｋ＝１，２，…，ｍ；ｌ＝１，２，…，ｎ－１｝ （１６）

或者

０｛０，Ａｋ，Ａ，Ｆｌ，Ｉ，Ａｋ∨Ａ，Ａｍ∨Ｆ，Ａ∨Ｆ，Ｆｌ∨Ｆ，Ａｋ∨Ａ∨Ｆ∶

ｋ＝１，２，…，ｍ；ｌ＝１，２，…，ｎ－１｝ （１７）

对于式（１６）取

Ｘ＝ｄｉａｇ｛０，Ｅ１１，…，Ｅ１１｝

易证Ｘ与 ０中任意元素均可交换，因此Ｘ∈ ０′，与 ０′＝ Ｉ矛盾．

对于式（１７），取

Ｘ＝ｄｉａｇ｛０，Ｄ，…，Ｄ｝
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其中Ｄ＝
１
ｍ－１

ｍ

ｉ，ｊ＝１
Ｅｉｊ，易证Ｄ∈ ０′，与 ０′＝ Ｉ矛盾，这说明Ｆ∈ ０，从而Ｉ０由是由投影０，Ａｋ，Ａ，Ｆｌ，Ｆ，Ｉ所生

成的自反格，其中ｋ＝１，２，…，ｍ；ｌ＝１，２，…，ｎ－１．所以 ＝ ０．

综上所述，是生成ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ代数Ｍｍｎ（ ）的ＫａｄｓｉｏｎＳｉｎｇｅｒ格．其Ｈａｓｓｅｓ关系如图１．

图１　 的Ｈａｓｓｅｓ关系图
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