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　　摘　要：介绍了一类特殊的Ｂｅｚｏｕｔ矩阵，即分裂Ｂｅｚｏｕｔｉａｎ，并总结了分裂Ｂｅｚｏｕｔｉａｎ的相关性质；对Ｂ－型
分裂Ｂｅｚｏｕｔｉａｎ中元素表示的迭代关系式给予了证明；并建立了Ｂ－型分裂Ｂｅｚｏｕｔｉａｎ与一类特殊的Ｈａｎｋｅｌ矩

阵Ｓ（ｊ）ｎ 之间的联系．
关键词：Ｂｅｚｏｕｔ矩阵；分裂Ｂｅｚｏｕｔｉａｎ；Ｈａｎｋｅｌ矩阵
中图分类号：Ｏ２４１　　　文献标识码：Ａ　　　文章编号：１６７２－０５８Ｘ（２０１５）０４－０００１－０５

Ｂｅｚｏｕｔ矩阵是由某一域上任意两个多项式生成的一类特殊的方阵，是一类对称矩阵．在对Ｂｅｚｏｕｔ矩阵的研
究过程中产生了许多深刻的结论，例如Ｂａｒｎｅｔｔ型分解公式［１］以及三角分解公式［２］．正是由于Ｂｅｚｏｕｔ矩阵自身
性质的特殊性和优良性，使得它在多项式惯性、稳定性问题以及控制理论、系统理论等方面都有着重要的应

用［３－６］．此处将根据Ｂｅｚｏｕｔ矩阵的相关性质，对分裂Ｂｅｚｏｕｔｉａｎ这一特殊Ｂｅｚｏｕｔ矩阵进行初步的探讨和研究．

１　预备知识

此处阶翻转矩阵记为 Ｊｎ＝
０ １


１ ０










，对于向量 ｎ∈Ｆｎ，若 ｎ＝ｎＪ＝Ｊｎｎ，称 ｎ为对称向量；若 ｎ＝－ｎ

Ｊ＝

－Ｊｎｎ，则称ｎ为反对称向量．同理对于矩阵Ｍ∈Ｆ
ｍ×ｎ，若Ｍ＝ＭＪ＝ＪｍＭＪｎ，称Ｍ为中心对称矩阵；若Ｍ＝－Ｍ

Ｊ＝

－ＪｍＭＪｎ，则称Ｍ为中心反对称矩阵．ｑ（ｘ）＝
ｎ

ｉ＝０
ｑｉｔ
ｉ称为向量ｑ＝ｑｉ[ ] ｎｉ＝０∈Ｆ

ｎ＋１的生成多项式．类似地，二元多

项式Ｍ（ｘ，ｙ）＝
ｎ

ｉ，ｊ＝１
ｍｉ，ｊｘ

ｉ－１ｙｊ－１称为矩阵Ｍ＝ｍｉ，ｊ[ ] ｎｉ，ｊ＝１的生成多项式．可以得到关于 ｆ，ｇ∈Ｆ
ｎ＋１的 ｎ×ｎ阶 Ｈ－

Ｂｅｚｏｕｔｉａｎ矩阵Ｂ的生成多项式ＢＨ ｘ，ｙ( ) ［７］：

ＢＨ ｘ，ｙ( ) ＝
ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）－ｇ（ｘ）ｆ（ｙ）

ｘ－ｙ
同理得到关于ｆ，ｇ∈Ｆｎ＋１的ｎ×ｎ阶Ｔ－ＢｅｚｏｕｔｉａｎＢ的生成多项式ＢＴ（ｘ，ｙ）

ＢＴ ｘ，ｙ( ) ＝
ｆ（ｘ）ｇ（ｙ－１）ｙｎ－ｇ（ｘ）ｆ（ｙ－１）ｙｎ

１－ｘｙ
（１）

如果ｆ＝ｆｉ[ ] ｎｉ＝０和ｇ＝ｇｉ[ ] ｎｉ＝０已知，则Ｔ－ＢｅｚｏｕｔｉａｎＢ的元素ｂｉ，ｊ（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ）满足迭代关系式：
ｂｉ，ｊ＝ｂｉ－１，ｊ－１＋ｆｉ－１ｇｎ－ｊ＋１－ｇｉ－１ｆｎ－ｊ＋１，１≤ｉ，ｊ≤ｎ （２）

由式（１）可知：



（１－ｘｙ）ＢＴ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ）ｇ（ｙ
－１）ｙｎ－ｇ（ｘ）ｆ（ｙ－１）ｙｎ＝

ｆ（ｘ）ｇＪ（ｙ）－ｇ（ｘ）ｆＪ（ｙ）＝


ｎ

ｉ＝１
ｆｉｘ
ｉ
ｎ

ｊ＝１
ｇｊｙ

ｎ－ｊ－
ｎ

ｉ＝１
ｇｉｘ

ｉ
ｎ

ｊ＝１
ｆｊｙ
ｎ－ｊ＝


ｎ

ｉ＝１
ｆｉｘ
ｉ
ｎ

ｊ＝１
ｇｎ－ｊｙ

ｊ－
ｎ

ｉ＝１
ｇｉｘ

ｉ
ｎ

ｊ＝１
ｆｎ－ｊｙ

ｊ＝


ｎ

ｉ＝１

ｎ

ｊ＝１
ｆｉｇｎ－ｊ－ｇｉｆｎ－ｊ( ) ｘｉｙｊ

（３）

又有
ｎ

ｉ，ｊ＝１
（１－ｘｙ）ｂｉ，ｊｘ

ｉ－１ｙｊ－１＝
ｎ

ｉ，ｊ＝１
ｂｉ，ｊ（ｘ

ｉ－１ｙｊ－１－ｘｉｙｊ），对比等式（３）两边 ｘｉｙｊ的系数可以得到 ｂｉ－１，ｊ－１－ｂｉ，ｊ＝

ｆｉｇｎ－ｊ－ｇｉｆｎ－ｊ，从而式（２）成立．这里需要指出的是，没有定义的元素均为０，例如ｂ０ｊ＝ｂｉ０＝０．
引理１　如果Ａｎ是对称（反对称）Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵的逆，或是中心对称（中心反对称）Ｔ＋Ｈ－Ｂｅｚｏｕｔｉａｎ的逆，

则Ａｎ可以表示成两个特别的 Ｔ＋Ｈ－ＢｅｚｏｕｔｉａｎＢ＋和 Ｂ－的和，即 Ａｎ＝Ｂ＋＋Ｂ－，且 Ａｎ的生成多项式可以表示
如下：

Ｂ± ｘ，ｙ( ) ＝
ｆ± ｘ( ) ｇ± ｙ( ) －ｇ± ｘ( ) ｆ± ｙ( )

ｘ－ｙ( ) １－ｘｙ( )
（４）

其中，ｆ＋，ｇ＋∈Ｆｎ
＋２是对称向量，ｆ－，ｇ－∈Ｆｎ

＋２是反对称向量．

２　分裂Ｂｅｚｏｕｔｉａｎ的定义、元素表示和基本性质

定义１　用多项式的语言来表述转换Λ：Ｆｎ×ｎ→Ｆｎ＋２( ) × ｎ＋２( )

（ΛＢ）（ｘ，ｙ）＝（ｘ－ｙ）（１－ｘｙ）Ｂ（ｘ，ｙ） （５）
矩阵Ｂ∈Ｆｎ×ｎ称为分裂Ｂｅｚｏｕｔｉａｎ，若存在向量ｆ，ｇ∈Ｆｎ＋２都是对称（反对称）的，使得式（６）成立

（ΛＢ）（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）－ｇ（ｘ）ｆ（ｙ） （６）
这里分裂ＢｅｚｏｕｔｉａｎＢｓ记作Ｂｓ（ｆ，ｇ）．
２．１　元素表示

由分裂ＢｅｚｏｕｔｉａｎＢｓ的对称性质可知，Ｂｓ的全部元素可以较容易获得．若Ｂ＝ｂｉ，ｊ[ ] ｎｉ，ｊ＝１，则

ΛＢ＝ ｂｉ－１，ｊ＋ｂｉ－１，ｊ－２－ｂｉ，ｊ－１－ｂｉ－２，ｊ－１[ ] ｎ＋２ｉ，ｊ＝１ （７）
由式（５）可知

（ΛＢ）（ｘ，ｙ）＝（ｘ－ｙ）（１－ｘｙ）Ｂ（ｘ，ｙ）＝
（ｘ－ｙ－ｘ２ｙ＋ｘｙ２）Ｂ（ｘ，ｙ）＝

（ｘ－ｙ－ｘ２ｙ＋ｘｙ２）
ｎ

ｉ，ｊ＝１
ｂｉ，ｊｘ

ｉ－１ｙｊ－１＝


ｎ＋２

ｉ，ｊ＝１
ｂ^ｉ，ｊｘ

ｉ－１ｙｊ－１

比较ｘｉ－１ｙｊ－１系数可得式（７）成立．
２．２　基本性质
２．２．１　线性性

Ｂｓ（αｆ＋βｇ，ηｆ＋λｇ）＝（αλ－βη）Ｂｓ（ｆ，ｇ），α，β，η，γ∈Ｆ
特别地，Ｂｓ（αｆ，ｇ）＝Ｂｓ（ｆ，α）＝αＢｓ（ｆ，ｇ）．
２．２．２　对称性

１）ＢＴ＝Ｂ；
２）若ｆ，ｇ为对称向量，则ＪｎＢ＝ＢＪｎ＝Ｂ；若ｆ，ｇ为反对称向量，则ＪｎＢ＝ＢＪｎ＝－Ｂ；
３）ＢＪ＝Ｂ．
证明　１）ＢＴ＝Ｂ，可由Ｂｓ定义得到．
２）ｆ，ｇ为对称向量时，令π（ｘ）＝（１，ｘ，ｘ２，…，ｘｎ＋１），π（ｙ）＝（１，ｙ，ｙ２，…，ｙｎ＋１），
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π（ｘ）Ｂπ（ｙ）Ｔ＝
π（ｘ）ｆπ（ｙ）ｇ－π（ｘ）ｇπ（ｙ）ｆ

（１－ｘｙ）（ｘ－ｙ）

π（ｘ）ＪｎＪｎＢπ（ｙ）
Ｔ＝
π（ｘ）ＪｎＪｎｆπ（ｙ）ｇ－π（ｘ）ＪｎＪｎｇπ（ｙ）ｆ

（１－ｘｙ）（ｘ－ｙ）
记π（ｘ）Ｊｎ＝π（Δ），则

π（Δ）ＪｎＢπ（ｙ）
Ｔ＝
π（Δ）Ｊｎｆπ（ｙ）ｇ－π（Δ）Ｊｎｇπ（ｙ）ｆ

（１－ｘｙ）（ｘ－ｙ）
＝

π（Δ）ｆπ（ｙ）ｇ－π（Δ）ｇπ（ｙ）ｆ
（１－ｘｙ）（ｘ－ｙ）

即可得到ＪｎＢ＝Ｂ，同理可得ＢＪｎ＝Ｂ．ｆ，ｇ为反对称向量时，可用同样方法证明之．
３）由上述结果可得，ＢＪ＝ＪＢＪ＝Ｂ．

２．２．３　三角分解公式
分裂ＢｅｚｏｕｔｉａｎＢ可以表示成两个下三角、上三角Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵乘积之和，即满足三角分解公式．

设Ｂ＝

ｂ１１ ｂ１２ … ｂ１ｎ
ｂ２１ ｂ２２ … ｂ２ｎ
  

ｂｎ１ ｂｎ２ … ｂｎｎ















，则Ｂ可以表示如下：

Ｂ＝

ｆ０
ｆ１ ｆ０
  
ｆｎ－１ … ｆ１ ｆ０















ｇｎ ｇｎ－１ … ｇ１
ｇｎ  

 ｇｎ－１
ｇｎ















－

ｇ０
ｇ１ ｇ０
  
ｇｎ－１ … ｇ１ ｇ０















ｆｎ ｆｎ－１ … ｆ１
ｆｎ  

 ｆｎ－１
ｆｎ















由式（２）可得以下等式：
ｂ１１＝ｂ００＋ｆ０ｇｎ－ｇ０ｆｎ，ｂ１２＝ｂ０１＋ｆ０ｇｎ－１－ｇ０ｆｎ－１，…，ｂ１ｎ＝ｂ０ｎ－１＋ｆ０ｇ１－ｇ０ｆ１
ｂ２１＝ｂ１０＋ｆ１ｇｎ－ｇ１ｆｎ，ｂ２２＝ｂ１１＋ｆ１ｇｎ－１－ｇ１ｆｎ－１，…，ｂ２ｎ＝ｂ１ｎ－１＋ｆ１ｇ１－ｇ１ｆ１


ｂｎ１＝ｂｎ－１０＋ｆｎ－１ｇｎ－ｇｎ－１ｆｎ，ｂｎ２＝ｂｎ－１１＋ｆｎ－１ｇｎ－１－ｇｎ－１ｆｎ－１，…，ｂｎｎ＝ｂｎ－１ｎ－１＋ｆｎ－１ｇ１－ｇｎ－１ｆ１
又ｂ０ｊ＝ｂｉ０＝０，特别地ｂ００＝０，则

Ｂ＝

ｂ１１ ｂ１２ … ｂ１ｎ
ｂ２１ ｂ２２ … ｂ２ｎ
  

ｂｎ１ ｂｎ２ … ｂｎｎ















＝

ｂ１１－ｂ００ ｂ１２－ｂ０１ … ｂ１ｎ－ｂ０ｎ－１
ｂ２１－ｂ１０ ｂ２２－ｂ１１＋ｂ１１－ｂ００ … ｂ２ｎ－ｂ１ｎ－１＋ｂ１ｎ－１－ｂ０ｎ－２
  

ｂｎ１－ｂｎ－１０ ｂｎ２－ｂｎ－１１＋ｂｎ－１１－ｂｎ－２０ … ｂｎｎ－ｂｎ－１ｎ－１＋ｂｎ－１ｎ－１－ｂｎ－２ｎ－２＋… ＋ｂ１１－ｂ００















＝

ｆ０ｇｎ－ｇ０ｆｎ ｆ０ｇｎ－１－ｇ０ｆｎ－１ … ｆ０ｇ１－ｇ０ｆ１
ｆ１ｇｎ－ｇ１ｆｎ ｆ１ｇｎ－１＋ｆ０ｇｎ－ｇ１ｆｎ－１－ｇ０ｐｆｎ … ｆ１ｇ１＋ｆ０ｇ２－ｇ１ｆ１－ｇ２ｆ０
  

ｆｎ－１ｇｎ－ｇｎ－１ｆｎ ｆｎ－１ｇｎ－１＋ｆｎ－２ｇｎ－ｇｎ－１ｆｎ－１－ｇｎ－２ｆｎ … ｆｎ－１ｇ１＋ｆｎ－２ｇ２＋… ＋ｆ０ｇｎ－ｇｎ－１ｆ１－ｇ０ｆｎ















＝

ｆ０
ｆ１ ｆ０
  
ｆｎ－１ … ｆ１ ｆ０















ｇｎ ｇｎ－１ … ｇ１
ｇｎ  

 ｇｎ－１
ｇｎ















－

ｇ０
ｇ１ ｇ０
  
ｇｎ－１ … ｇ１ ｇ０















ｆｎ ｆｎ－１ … ｆ１
ｆｎ  

 ｆｎ－１
ｆｎ














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３　Ｂ－型分裂Ｂｅｚｏｕｔｉａｎ元素表示的迭代关系式以及其与Ｓｊ( )
ｎ 之间的联系

引理２　已知向量ｆ，ｇ，定义ａｉｊ＝ｆｉｇｊ－ｇｉｆｊ，ｍ＝
ｎ＋１
２[ ]表示不超过ｎ＋１２的最大整数，则 Ｂ－中的元素满足下

述迭代关系式：

ｂｉ，ｊ＝ａｉ，ｊ－１＋ｂｉ－１，ｊ－１＋ｂｉ＋１，ｊ－１－ｂｉ，ｊ－２，ｉ＝ｊ，ｊ＋１，…，ｍ，ｊ＝１，２，…，ｍ （８）
ｎ为奇数时，ｂｍ＋１，ｊ－１＝－ｂｍ－１，ｊ－１；ｎ为偶数时，ｂｍ＋１，ｊ－１＝－ｂｍ，ｊ－１．

引理３　Ｂ－可以表示成基矩阵Ｂｉ，ｊ－的线性组合，Ｂ－＝ａｊ，ｉ
ｉ，ｊ
Ｂｉ，ｊ－，ｎ为奇数时，ｉ＝０，１，…，ｍ－２，ｊ＝ｉ＋１，…，

ｍ－１；ｎ为偶数时，ｉ＝０，１，…，ｍ－１，ｊ＝ｉ＋１，…，ｍ．
定理１　令

Ｈｊ
ｎ＝－Ｂ

０，ｊ＋１
－ ，ｊ＝０，１，…，ｌ－２；Ｈｊ

ｎ－２ｋ，ｎ＝ｄｉａｇＯｋ Ｈ
ｊ
ｎ－２ｋ Ｏｋ( ) ，ｊ＝０，１，…，ｍ－１

Ｓｊ( )
ｎ－２ｋ，ｎ＝ｄｉａｇＯｋ Ｓ

ｊ( )
ｎ－２ｋ Ｏｋ( )

则有

Ｈｊ
ｎ＝（Ｉｎ－Ｊｎ）Ｓ

（ｊ）
ｎ ，ｊ＝０，１，…，ｌ－２ （９）

ｎ为奇数时，Ｈｍ－１
ｎ ＝Ｏｎ；ｎ为偶数时，Ｈ

ｍ－１
ｎ ＝Ｉｎ－Ｊｎ( )Ｓｍ－１( )

ｎ ，并有

Ｈｊ
ｎ－２ｋ，ｎ＝ Ｉｎ－Ｊｎ( ) Ｓｊ( )

ｎ－２ｋ，ｎ （１０）

这里将ｎ阶矩阵Ｓｊ( )
ｎ 定义如下：

Ｓ（０）ｎ ＝Ｉｎ，Ｓ
（１）
ｎ ＝

０ １ … … ０
１ ０ １ 

    

 １ ０ １
０ … … １ ０

















，Ｓ（２）ｎ ＝

…

Ｓ（ｊ）ｎ ＝

上标ｊ表示第一行中第一个非零元素之前的零元素的个数．
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证明　由已知条件知

Ｈｊ
ｎ＝－Ｂ

０，ｊ＋１
－ ＝－Ｂｓ１－ｘ

ｎ＋１，－ｘｎ－ｊ( ) ＝

－ １
－ｘｎ＋１( ) ｙｊ＋１－ｙｎ－ｊ( ) － １－ｙｎ＋１( ) ｘｊ＋１－ｘｎ－ｊ( )

ｘ－ｙ( ) １－ｘｙ( )
＝

１－ｘｎ－ｊｙｎ－ｊ( ) ｘｊ＋１－ｙｊ＋１( ) ＋ １－ｘｊ＋１ｙｊ＋１( ) ｙｎ－ｊ－ｘｎ－ｊ( )
ｘ－ｙ( ) １－ｘｙ( )

＝

１，ｘ，ｘ２，…，ｘｎ－１( ) Ｓｊ( )
ｎ

１
ｙ


ｙｎ－１















－ １，ｘ，ｘ２，…，ｘｎ－１( ) ＪｎＳ
ｊ( )
ｎ

１
ｙ


ｙｎ－１















从而式（９）成立，同理可以证明式（１０）的成立．
定理２　分裂 ＢｅｚｏｕｔｉａｎＢ－＝Ｂｓ（ｆ，ｇ）可以表示成定理１中给出的这一类特殊的 Ｈａｎｋｅｌ矩阵的线性组

合，即Ｂ－＝
ｍ－１

ｉ＝０

ｍ

ｊ＝ｉ＋１
ａｊｉＨ

ｊ－ｉ－１
ｎ－２ｉ，ｎ，其中，ａｊｉ同引理２中定义一致．

证明　由式（１０），Ｈｊ
ｎ－２ｋ，ｎ＝Ｉｎ－Ｊｎ( )Ｓｊ( )

ｎ－２ｋ，ｎ＝Ｉｎ－Ｊｎ( )ｄｉａｇＯｋ Ｓ
ｊ( )
ｎ－２ｋ Ｏｋ( )，从而可得Ｈｊ

ｎ－２ｋ，ｎ＝－Ｂ
ｋ，ｊ＋ｋ＋１
－ ．

由引理３得

Ｂ－＝
ｍ－１

ｉ＝０

ｍ

ｊ＝ｉ＋１
ａｉｊＢ

ｉ，ｊ
－＝－

ｍ－１

ｉ＝０

ｍ

ｊ＝ｉ＋１
ａｉｊＨ

ｊ－ｉ－１
ｎ－２ｉ，ｎ＝

ｍ－１

ｉ＝０

ｍ

ｊ＝ｉ＋１
ａｊｉＨ

ｊ－ｉ－１
ｎ－２ｉ，ｎ

　　故定理２得证．
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