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　　摘　要：首先利用模糊映射的二次可微性，给出了预不变凸模糊映射的一个充要条件，然后建立了预不
变凸模糊映射的一个等价条件，结果为预不变凸模糊映射的判断提供了一个新的思路．
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文献［１］率先提出了模糊数的概念，许多学者对模糊数原理及其应用展开了深入的研究［２，３］．近几年，在

最优化理论中，模糊映射的凸性以及广义凸性已经成为研究热点，文献［４］首先提出了凸模糊映射的概念，
给出了一个模糊映射是凸的等价条件，但没有提出可微的概念，文献［５］考虑了可微的模糊映射，研究了可
微情形下的等价条件以及可微凸模糊规划的ＫＫＴ条件，这样便揭开了研究模糊优化问题的序幕［６－８］．受文献

［７］的启发，利用模糊映射的二次可微性，先证明了预不变凸模糊映射的一个充要条件，进一步，建立了预不
变凸模糊映射与半正定模糊矩阵的等价条件．

１　预备知识

用Ｒ表示实数集，ＫＲｎ是非空集合，下面先给出相关定义．

定义１［４］　模糊数μ是具有（１）－（４）的模糊集μ：Ｒ→［０，１］

（１）μ是上半连续的；

（２）μ是正规的，存在ｘ０∈Ｒ，使得μ（ｘ０）＝１；
（３）μ是模糊凸的，μ（（１－λ）ｘ＋λｙ）≥ｍｉｎ｛μ（ｘ），μ（ｙ）｝，对所有的ｘ，ｙ∈Ｒ，λ∈［０，１］；
（４）ｃｌ（ｓｕｐｐμ）＝ｃｌ｛ｘ∈Ｒ：μ（ｘ）＞０｝是紧集．
用Ｆ表示Ｒ上所有模糊数的集合，模糊数的α－水平截集（０≤α≤１），用μ［α］表示：

［μ］α＝
｛ｘ∈Ｒ：μ（ｘ）≥α｝，０＜α≤１
ｃｌ（ｓｕｐｐμ），　α＝０{

　　显然模糊数的α－水平截集为有界闭区间［μ（α），μ
（α）］，其中μ（α）表示 μ［α］的左端点，μ

（α）表

示μ［α］的右端点．任意的ｍ∈Ｒ，存在模糊数珟ｍ，使得珟ｍ（ｔ）＝
１，ｔ＝ｍ
０，ｔ≠ｍ{ ．

特别地，模糊数０槇被定义为 ０槇（ｔ）＝
１，ｔ＝０
０，ｔ≠０{ ．



模糊数μ可以表示为｛（μ（α），μ
（α），α）：０≤α≤１｝．

定义２［４］　对任意的μ，ν∈Ｆ，ｋ为非负实数，模糊数的加法和数乘定义为

μ＋槇υ＝｛（μ（α）＋υ（α），μ
（α）＋υ（α），α）：０≤α≤１｝ｋμ＝｛（ｋμ（α），ｋμ

（α），α）：０≤α≤１｝

　　注１　模糊数的μ的相反－μ满足（－μ）ｘ＝μ（－ｘ），则 μ由｛（μ（α），μ
（α），α）：０≤α≤１｝表示，－μ由

｛（－μ（α），－μ（α），α）：０≤α≤１｝表示．

注２　用［μ（α），μ
（α）］来表示模糊数μ．

定义３［６］　对于ｕ，ｖ∈Ｆ，如果对任意的α∈［０，１］，ｕ（α）≤ｖ（α），ｕ
（α）≤ｖ（α），则称ｕ°ｖ；如果ｕ°ｖ，

ｖ°ｕ，则ｕ＝ｖ．如果ｕ°ｖ并且存在α０∈［０，１］使得 ｕ（α０）＜ｖ（α０）或 ｕ
（α０）＜ｖ（α０），则称ｕ＜ｖ．对于ｕ，ｖ∈Ｆ，

如果ｕ°ｖ或ｖ°ｕ至少有一个成立，则称ｕ和ｖ是可比较的，否则是不可比较的．

注３　映射Ｆ：Ｋ→Ｆ是模糊映射．对任意的α∈［０，１］，ｘ∈Ｋ，Ｆ的α－水平截集，记为Ｆ（ｘ）［α］＝［Ｆ（ｘ，

α），Ｆ（ｘ，α）］．

定义４［７］　Ｋ是凸集，映射Ｆ：Ｋ→Ｆ是模糊映射，称Ｆ（ｘ）在 Ｋ上的凸模糊映射．如果ｘ，ｙ∈Ｋ，在 Ｋ上

Ｆ（ｘ，α），Ｆ
（ｘ，α）都是凸函数，即ｘ，ｙ∈Ｋ，λ∈［０，１］，都有：

Ｆ（（１－λ）ｘ＋λｙ，α）≤（１－λ）Ｆ（ｘ，α）＋λＦ（ｘ，α）

Ｆ（（１－λ）ｘ＋λｙ，α）≤（１－λ）Ｆ（ｘ，α）＋λＦ（ｘ，α）

　　定义５［８］　设η：Ｋ×Ｋ→Ｒｎ，称Ｋ为关于η的不变凸集，如果ｘ，ｙ∈Ｋ，λ∈［０，１］，都有ｙ＋λη（ｘ，ｙ）∈Ｋ．

条件Ｃ［９］　Ｋ是不变凸集，称η满足条件Ｃ，ｘ，ｙ∈Ｋ，λ∈［０，１］有：

η（ｙ，ｙ＋λη（ｘ，ｙ））＝－λη（ｘ，ｙ）；η（ｘ，ｙ＋λη（ｘ，ｙ））＝（１－λ）η（ｘ，ｙ）
特别地，当η（ｘ，ｙ）＝ｘ－ｙ时，条件Ｃ显然成立．
条件Ｄ［１０］　Ｋ是不变凸集，Ｆ：Ｋ→Ｆ是模糊映射，称Ｆ满足条件Ｄ，ｘ，ｙ∈Ｋ，都有Ｆ（ｙ＋η（ｘ，ｙ））＝Ｆ（ｘ）．
显然，当η（ｘ，ｙ）＝ｘ－ｙ时，条件Ｄ成立．
定义６［１０］　Ｋ是不变凸集，Ｆ：Ｋ→Ｆ是模糊映射，称 Ｆ为关于 η的预不变凸模糊映射．如果ｘ，ｙ∈Ｋ，

λ∈［０，１］，都有Ｆ（ｙ＋λη（ｘ，ｙ））°λＦ（ｘ）＋（１－λ）Ｆ（ｙ）．

定义７［７］　Ｋ是开集，Ｆ：Ｋ→Ｆ是模糊映射，称Ｆ在Ｋ上连续，如果α∈［０，１］，在Ｋ上Ｆ（ｘ，α）和Ｆ


（ｘ，α）都是连续函数．
定义８［７］　Ｋ是开集，Ｆ：Ｋ→Ｆ是模糊映射，对任意的ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈Ｋ，Ｄｘｉｘｊ．

（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ）表示关于ｘｉ和变量ｘｊ的二阶偏导数．假设
槇Ｆ（ｘ）存在，并且α∈［０，１］，Ｆ（ｘ，α）和

Ｆ（ｘ，α）都是连续的二阶偏导数，即ＤｘｉｘｊＦ（ｘ，α），ＤｘｉｘｊＦ
（ｘ，α）是连续的．定义

ＤｘｉｘｊＦ（ｘ）［α］＝［ＤｘｉｘｊＦ（ｘ，α），ＤｘｉｘｊＦ
（ｘ，α）］ （１）

对于ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ，α∈［０，１］．如果对于每个ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ．式（１）表示一个模糊数的 α－水平截集，则定义
模糊映射的Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵为

槇２Ｆ（ｘ）＝（ＤｘｉｘｊＦ（ｘ））ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ
称Ｆ在点ｘ处二次可微，如果模糊映射的 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵存在，且 Ｆ（ｘ，α），Ｆ

（ｘ，α）在点 ｘ处都是二次可
微的．

定义９［７］　Ａ槇＝（ａｉｊ）为ｎ×ｎ模糊矩阵，其中ａｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ）都是模糊数．称Ａ
槇
为正定模糊矩阵，如果对

于α∈［０，１］，α－水平矩阵的左端（（ａ）ｉｊ（α））和右端（（ａ
）ｉｊ（α））（其中ａ

槇
ｉｊ＝＜（ａ）ｉｊ（α），（ａ

）ｉｊ（α）＞）
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都是正定的．类似的，称Ａ槇＝（ａｉｊ）为正半定模糊矩阵，如果α∈［０，１］，α－水平矩阵的左端（（ａ）ｉｊ（α））和右

端（（ａ）ｉｊ（α））都是正半定的．

引理１［７］　Ｋ是关于η的开凸集，Ｆ：Ｋ→Ｆ是二次可微模糊映射，则Ｆ为Ｋ上的凸模糊映射当且仅当对

ｘ∈Ｋ，槇２Ｆ（ｘ）是半正定模糊矩阵．

２　主要结论及其证明

定理１　Ｋ是关于η的不变凸集，Ｆ：Ｋ→Ｆ是模糊映射，η满足条件 Ｃ，Ｆ满足条件 Ｄ，对ｘ，ｙ∈Ｋ，λ∈
［０，１］，令Ｇ（λ）＝Ｆ（ｙ＋λη（ｘ，ｙ））．则Ｆ（ｘ）为关于η的预不变凸模糊映射当且仅当Ｇ（λ）为凸模糊映射．

证明　必要性：由条件Ｃ可知：ｘ，ｙ∈Ｋ，α∈［０，１］，则

η（ｙ＋αη（ｘ，ｙ），ｙ）＝η（ｙ＋αη（ｘ，ｙ），ｙ＋αη（ｘ，ｙ）＋η（ｙ，ｙ＋αη（ｘ，ｙ））＝
－η（ｙ，ｙ＋αη（ｘ，ｙ）＝αη（ｘ，ｙ）

若Ｆ（ｘ）是关于η的预不变凸模糊映射，根据定义得：ｘ，ｙ∈Ｋ，λ∈［０，１］，都有
Ｆ（ｙ＋λη（ｘ，ｙ））°λＦ（ｘ）＋（１－λ）Ｆ（ｙ）

对α１，α２∈［０，１］，λ∈［０，１］．若α１＝α２，则
Ｇ（α２＋λ（α１－α２））＝Ｇ（α２）＝Ｆ（ｙ＋α２η（ｘ，ｙ））＝

λＦ（ｙ＋α２η（ｘ，ｙ））＋（１－λ）Ｆ（ｙ＋α２η（ｘ，ｙ））＝

λＦ（ｙ＋α１η（ｘ，ｙ））＋（１－λ）Ｆ（ｙ＋α２η（ｘ，ｙ））°λＧ（α１）＋（１－λ）Ｇ（α２）

不失一般性，假设α１＞α２，则α１－α２＞０，由α１，α２∈［０，１］，可知α２≠１，所以，０＜
α１－α２
１－α２

≤１，则

Ｇ（α２＋λ（α１－α２））＝Ｆ（ｙ＋（α２＋λ（α１－α２））η（ｘ，ｙ））＝Ｆ（ｙ＋α２η（ｘ，ｙ）＋λ（α１－α２）η（ｘ，ｙ））
又

　η（ｙ＋α１η（ｘ，ｙ），ｙ＋α２η（ｘ，ｙ））＝η（ｙ＋α２η（ｘ，ｙ）＋（α１－α２）η（ｘ，ｙ），ｙ＋α２η（ｘ，ｙ））＝

η（ｙ＋α２η（ｘ，ｙ）＋
α１－α２
１－α２

η（ｘ，ｙ＋α２η（ｘ，ｙ）），ｙ＋α２η（ｘ，ｙ））＝

α１－α２
１－α２

η（ｘ，ｙ＋α２η（ｘ，ｙ））＝（α１－α２）η（ｘ，ｙ）

故

Ｇ（α２＋λ（α１－α２））＝Ｆ（ｙ＋α２η（ｘ，ｙ）＋λ（α１－α２）η（ｘ，ｙ））＝

Ｆ（ｙ＋α２η（ｘ，ｙ）＋λη（ｙ＋α１η（ｘ，ｙ），ｙ＋α２η（ｘ，ｙ））°λＦ（ｙ＋α１η（ｘ，ｙ））＋

（１－λ）Ｆ（ｙ＋α２η（ｘ，ｙ））＝λＧ（α１）＋（１－λ）Ｇ（α２）
　　同理，当α１＜α２时，仍然有Ｇ（α２＋λ（α１－α２））°λＧ（α１）＋（１－λ）Ｇ（α２）．

充分性：若Ｇ（λ）为凸模糊映射，则对ｘ，ｙ∈Ｋ，λ∈［０，１］
Ｆ（ｙ＋λη（ｘ，ｙ））＝Ｇ（λ）＝Ｇ（λ·１＋（１－λ）·０）°λＧ（１）＋（１－λ）Ｇ（０）＝

λＦ（ｙ＋η（ｘ，ｙ））＋（１－λ）Ｆ（ｙ）
由条件Ｄ可知：ｘ，ｙ∈Ｋ，λ∈［０，１］，有：

Ｆ（ｙ＋λη（ｘ，ｙ））°λＦ（ｘ）＋（１－λ）Ｆ（ｙ）

所以Ｆ（ｘ）是关于η的预不变凸模糊映射．
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定理２　Ｋ是关于 η的开不变凸集，η满足条件 Ｃ，Ｆ为二次连续可微且满足条件 Ｄ，则 Ｆ（ｘ）为关于 η

的预不变凸模糊映射当且仅当对ｘ，ｙ∈Ｋ，η（ｘ，ｙ）Ｔ槇２Ｆ（ｘ）η（ｘ，ｙ）为半正定模糊矩阵．

证明 必要性：假设Ｆ（ｘ）是二次连续可微且关于η的预不变凸模糊映射，则由定理１可知：对ｘ，ｙ∈Ｋ，

Ｇ（λ）＝Ｆ（ｙ＋λη（ｘ，ｙ））是定义在［０，１］上的二次连续可微凸模糊映射．根据引理１可知：λ∈（０，１），都有

槇２Ｇ（λ）是半正定模糊矩阵，而槇Ｇ（λ）＝η（ｘ，ｙ）Ｔ槇Ｆ（ｙ＋λη（ｘ，ｙ）），槇２Ｇ（λ）＝η（ｘ，ｙ）Ｔ槇２Ｆ（ｙ＋λη

（ｘ，ｙ））η（ｘ，ｙ）．

由Ｆ的二次连续可微性，令λ→０＋，有η（ｘ，ｙ）Ｔ
槇２Ｆ（ｙ）η（ｘ，ｙ）为半正定模糊矩阵．由Ｋ是关于 η的开

不变凸集可知：λ∈（０，１），有 ｙ＋λη（ｘ，ｙ）∈Ｋ．结合条件 Ｃ，从而 η（ｙ，ｙ＋λη（ｘ，ｙ））Ｔ槇２Ｆ（ｙ）η（ｙ，ｙ＋λη

（ｘ，ｙ））是半正定模糊矩阵，于是ｘ，ｙ∈Ｋ，η（ｘ，ｙ）Ｔ槇２Ｆ（ｘ）η（ｘ，ｙ）为半正定模糊矩阵．

充分性：假设ｘ，ｙ∈Ｋ，η（ｘ，ｙ）Ｔ槇２Ｆ（ｘ）η（ｘ，ｙ）为半正定模糊矩阵，那么由 Ｋ是关于 η的开不变凸集

可知：λ∈（０，１），有ｙ＋λη（ｘ，ｙ）∈Ｋ．

因而，η（ｙ＋λη（ｘ，ｙ），ｙ）Ｔ槇２Ｆ（ｙ＋λη（ｘ，ｙ））η（ｙ＋λη（ｘ，ｙ），ｙ）为半正定模糊矩阵，即：

η（ｘ，ｙ）Ｔ槇２Ｆ（ｙ＋λη（ｘ，ｙ））η（ｘ，ｙ）为半正定模糊矩阵．由 Ｆ的二次连续可微性可知：η（ｘ，ｙ）Ｔ槇２Ｆ（ｙ）

η（ｘ，ｙ）为半正定模糊矩阵．

进一步，η（ｘ，ｙ＋λη（ｘ，ｙ））Ｔ槇２Ｆ（ｙ＋λη（ｘ，ｙ））η（ｘ，ｙ＋λη（ｘ，ｙ））为半正定模糊矩阵，即（１－λ）２η（ｘ，ｙ）

槇２Ｆ（ｙ＋λη（ｘ，ｙ））η（ｘ，ｙ）为半正定模糊矩阵．

所以，η（ｘ，ｙ）槇２Ｆ（ｙ＋λη（ｘ，ｙ））η（ｘ，ｙ）为半正定模糊矩阵．于是槇２Ｇ（λ）为半正定模糊矩阵，根据

引理１以及定理１可知：Ｆ（ｘ）是关于η的预不变凸模糊映射．

定理２提供了一种新的判断模糊映射为预不变凸模糊映射的一个新思路．如例１：

例１　假设ｘ＝（－２，－１）∪（１，２）且 η（ｘ，ｙ）＝

ｘ－ｙ，－２＜ｘ＜－１，－２＜ｙ＜－１

ｘ－ｙ，１＜ｘ＜２，１＜ｙ＜２

－３
２
，１＜ｘ＜２，－２＜ｙ＜－１

３
２
，－２＜ｘ＜－１，１＜ｙ＜２















，可以验证 η满足条件 Ｃ．令

Ｆ（ｘ）＝
（α（ｘ＋

３
２
）２，（１－α）（ｘ＋

３
２
）２），－２＜ｘ＜－１

（α（ｘ－
３
２
）２，（１－α）（ｘ－

３
２
）２），１＜ｘ＜２










，可以验证 Ｆ（ｘ）是二次连续可微且满足条件 Ｄ．对

ｘ，ｙ∈Ｘ，可以验证η（ｘ，ｙ）Ｔ２Ｆ（ｘ）η（ｘ，ｙ）为半正定模糊矩阵．由定理２可知：Ｆ（ｘ）是关于η的预不变凸

模糊映射．

（下转第３６页）
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