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　　摘　要：针对一类参数未知的分数阶混沌系统，基于分数阶系统稳定性理论，通过设计控制器和未知参
数辨识规则，研究了混沌系统的自适应追踪控制同步问题；并以分数阶ＮｅｗｔｏｎＬｅｉｐｎｉｋ系统为例进行了数值
模拟，验证了方法的可行性和有效性。
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混沌运动存在于自然界的各个领域中，是非线性动力学系统所特有的一种运动形式。混沌控制在生物

学、流体力学、电力系统、保密通信等都有广泛应用。自１９９０年 Ｐｅｃｏｒａ和 Ｃａｒｒｏｌｌ［１］实现了初始条件不同的
两个混沌系统的同步以来，混沌同步受到了众多学者的关注。人们提出了很多可以实现整数阶混沌同步的

方法，如线性和非线性反馈方法、驱动响应法、自适应控制方法、Ｂａｃｋｓｔｅｐｐｉｎｇ方法、驱动参量法等［２－７］。分数

阶微积分的出现时间几乎与整数阶微积分相同，但由于分数阶混沌系统理论的复杂性，其发展速度相对较

缓慢。随着自然界中分型和分维的现象被广泛的指出，分数阶微积分迅速成为研究热点。由于分数阶混沌

系统在电力、保密通信等方面有着比整数阶更为广阔的应用前景，引起了人们广泛的兴趣和深入的研究。

文献［８］将Ｂａｃｋｓｔｅｐｐｉｎｇ方法拓展到分数阶系统中并设计控制器实现了分数阶 ＮｅｗｔｏｎＬｅｉｐｎｉｋ系统的同步。
文献［９］基于滑模控制实现了分数阶混沌系统的自适应同步。利用自适应方法人们实现了分数阶混沌Ｃｈｅｎ
系统［１０］、分数阶超混沌Ｌｏｒｅｎｚ系统［１１］以及一类不确定分数阶混沌系统和超混沌系统［１２，１３］的同步。由于混

沌现象通常需要在特定的参数下才会表现，对于参数未知的混沌系统近年来也有较多的研究，文献［１４］对
一类具有未知参数的整数阶混沌系统，提出了一种基于主动的Ｂａｃｋｓｔｅｐｐｉｎｇ设计方法。文献［１１，１５］分别实
现了参数未知的分数阶混沌系统和分数阶超混沌Ｌｏｒｅｎｚ系统的同步。

对于阶次小于１的分数阶系统，胡建兵等［８］提出了分数阶系统稳定性判定定理。基于该理论，对一类

参数未知的分数阶混沌系统设计控制器和未知参数辨识规则，实现了系统的自适应追踪控制与同步。

１　追踪控制分数阶混沌系统

考虑了一类三维分数阶混沌系统，其数学模型为



ｄαｘ１
ｄｔα
＝ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋ａ１３ｘ３＋ｂ１ｘ２ｘ３

ｄαｘ２
ｄｔα
＝ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋ａ２３ｘ３＋ｂ２ｘ１ｘ３

ｄαｘ３
ｄｔα
＝ａ３１ｘ１＋ａ３２ｘ２＋ａ３３ｘ３＋ｂ３ｘ１ｘ２















（１）

其中ｘ１，ｘ２，ｘ３是系统的状态变量，ａｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，３）和ｂｋ（ｋ＝１，２，３）是参数，分数阶阶次 α的范围为０＜α≤１。
已有的很多混沌系统都是这种形式，例如 Ｌｏｒｅｎｚ系统、Ｃｈｅｎ系统、Ｌｕ系统、Ｑｉ系统和 ＮｅｗｔｏｎＬｅｉｐｎｉｋ系
统等。

式（１）通常可表示为
ｄαｘ
ｄｔα
＝Ａｘ＋Ｂｆ （２）

其中ｘ＝ｘ（ｔ）＝ ｘ１ ｘ２ ｘ３[ ] Ｔ，Ａ＝
ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３













，Ｂ＝ ｂ１ ｂ２ ｂ３[ ] ，ｆ＝ ｘ２ｘ３ ｘ１ｘ３ ｘ１ｘ２[ ] Ｔ。

当参数未知时，如何设计控制器和参数辨识规则使得分数阶系统追踪同步任意给定的参考信号 ｙ（ｔ）＝

［ｙ１，ｙ２，ｙ３］
Ｔ，也就是要使得ｌｉｍ

ｔ→∞
ｘｉ－ｙｉ ＝０（ｉ＝１，２，３）成立，是现将要解决的问题。

文献［８］通过研究分数阶系统的问题，提出了一种判断分数阶系统稳定性的充分条件。

引理１　对于分数阶系统
ｄｑＸ
ｄｔｑ
＝ｆ（Ｘ），（Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］

Ｔ），当分数阶阶次０＜ｑ≤１时，如果存在正定

矩阵Ｐ使函数Ｊ＝ＸＰ
ｄｑＸ
ｄｔｑ
≤０恒成立，则系统变量Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］

Ｔ渐进稳定。

令分数阶系统（１）的未知参数ａｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，３）和ｂｋ（ｋ＝１，２，３）的估计值分别为 ａ^ｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，３）和 ｂ^ｋ（ｋ＝

１，２，３），则参数估计误差为
ｅｉｊ＝ａｉｊ－ａ^ｉｊ

ｅｂｋ＝ｂｋ－ｂ^ｋ{ 　　ｉ，ｊ，ｋ＝１，２，３ （３）

于是

ａｉｊ＝ａ^ｉｊ＋ｅｉｊ

ｂｋ＝ｂ^ｋ＋ｅｂｋ{ 　　ｉ，ｊ，ｋ＝１，２，３ （４）

根据系统式（１）、（４）构造新的受控分数阶系统为
ｄαｘ１
ｄｔα
＝（^ａ１１＋ｅ１１）ｘ１＋（^ａ１２＋ｅ１２）ｘ２＋（^ａ１３＋ｅ１３）ｘ３＋（^ｂ１＋ｅｂ１）ｘ２ｘ３＋ｕ１

ｄαｘ２
ｄｔα
＝（^ａ２１＋ｅ２１）ｘ１＋（^ａ２２＋ｅ２２）ｘ２＋（^ａ２３＋ｅ２３）ｘ３＋（^ｂ２＋ｅｂ２）ｘ１ｘ３＋ｕ２

ｄαｘ３
ｄｔα
＝（^ａ３１＋ｅ３１）ｘ１＋（^ａ３２＋ｅ３２）ｘ２＋（^ａ３３＋ｅ３３）ｘ３＋（^ｂ３＋ｅｂ３）ｘ１ｘ２＋ｕ３















（５）

其中ｕ１，ｕ２，ｕ３为控制器。定义分数阶系统（５）与任意给定的参考信号 ｙ（ｔ）＝［ｙ１，ｙ２，ｙ３］
Ｔ的追踪同步误差

为ｅ（ｔ）＝ｘ（ｔ）－ｙ（ｔ），即：
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ｅ１＝ｘ１－ｙ１
ｅ２＝ｘ２－ｙ２
ｅ３＝ｘ３－ｙ３

{ （６）

　　定理　如果选取的控制器为

ｕ１＝－（１＋ａ^１１）ｘ１＋ｙ１－ａ^１２ｙ２－（^ａ１３＋ｂ^１ｘ２）ｙ３＋
ｄαｙ１
ｄｔα

ｕ２＝－（^ａ１２＋ａ^２１）ｘ１－（１＋ａ^２２）ｘ２＋ａ^１２ｙ１＋ｙ２－（^ａ２３＋ｂ^２ｘ１）ｙ３＋
ｄαｙ２
ｄｔα

ｕ３＝－（^ａ１３＋ａ^３１）ｘ１－（^ａ２３＋ａ^３２）ｘ２－（１＋ａ^３３）ｘ３－（^ｂ１＋ｂ^２＋ｂ^３）ｘ１ｘ２＋

　　（^ａ１３＋ｂ^１ｘ２）ｙ１＋（^ａ２３＋ｂ^２ｘ１）ｙ２＋ｙ３＋
ｄαｙ３
ｄｔα

















（７）

和参数自适应规则为

ｄα

ｄｔα

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３













＝

ｅ１
ｅ２
ｅ３













［ｘ１ ｘ２ ｘ３］ （８）

ｄα

ｄｔα

ｂ^１

ｂ^２

ｂ^３













＝

ｘ２ｘ３ｅ１
ｘ１ｘ３ｅ２
ｘ１ｘ２ｅ３













（９）

则分数阶受控系统式（５）能追踪任意给定的参考信号ｙ（ｔ），即ｌｉｍ
ｔ→∞
ｘ（ｔ）－ｙ（ｔ）＝０。

证明　由式（３）及参数自适应规则式（８）、（９）可得：

ｄα

ｄｔα

ｅ１１ ｅ１２ ｅ１３
ｅ２１ ｅ２２ ｅ２３
ｅ３１ ｅ３２ ｅ３３













＝－ｄ
α

ｄｔα

ａ^１１ ａ^１１ ａ^１１

ａ^１１ ａ^１１ ａ^１１

ａ^１１ ａ^１１ ａ^１１













＝－

ｅ１
ｅ２
ｅ３













［ｘ１ ｘ２ ｘ３］ （１０）

ｄα

ｄｔα

ｅｂ１
ｅｂ２
ｅｂ３













＝－ｄ
α

ｄｔα

ｂ^１

ｂ^２

ｂ^３













＝

－ｘ２ｘ３ｅ１
－ｘ１ｘ３ｅ２
－ｘ１ｘ２ｅ３













（１１）

根据以上设计的控制器式（７），有：
ｄαｅ１
ｄｔα
＝
ｄαｘ１
ｄｔα
－
ｄαｙ１
ｄｔα
＝－ｅ１＋ａ^１２ｅ２＋（^ａ１３＋ｂ^１ｘ２）ｅ３＋ｘ１ｅ１１＋ｘ２ｅ１２＋ｘ３ｅ１３＋ｘ２ｘ３ｅｂ１

ｄαｅ２
ｄｔα
＝
ｄαｘ２
ｄｔα
－
ｄαｙ２
ｄｔα
＝－ａ^１２ｅ１－ｅ２＋（^ａ２３＋ｂ^２ｘ１）ｅ３＋ｘ１ｅ２１＋ｘ２ｅ２２＋ｘ３ｅ２３＋ｘ１ｘ３ｅｂ２

ｄαｅ３
ｄｔα
＝
ｄαｘ３
ｄｔα
－
ｄαｙ３
ｄｔα
＝－（^ａ１３＋ｂ^１ｘ２）ｅ１－（^ａ２３＋ｂ^２ｘ１）ｅ２－ｅ３＋ｘ１ｅ３１＋ｘ２ｅ３２＋ｘ３ｅ３３＋ｘ１ｘ２ｅｂ３















（１２）

根据引理１，选取正定矩阵Ｐ为单位矩阵Ｅ，则：
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Ｊ＝［ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ１１，ｅ１２，ｅ１３，ｅ２１，ｅ２２，ｅ２３，ｅ３１，ｅ３２，ｅ３３，ｅｂ１，ｅｂ２，ｅｂ３］

ｄαｅ１／ｄｔα

ｄαｅ２／ｄｔα

ｄαｅ３／ｄｔα

ｄαｅ１１／ｄｔα

ｄαｅ１２／ｄｔα

ｄαｅ１３／ｄｔα

ｄαｅ２１／ｄｔα

ｄαｅ２２／ｄｔα

ｄαｅ２３／ｄｔα

ｄαｅ３１／ｄｔα

ｄαｅ３２／ｄｔα

ｄαｅ３３／ｄｔα

ｄαｅｂ１／ｄｔα

ｄαｅｂ２／ｄｔα

ｄαｅｂ３／ｄｔα



























































＝

ｅ１
ｄαｅ１
ｄｔα
＋ｅ２
ｄαｅ２
ｄｔα
＋ｅ３
ｄαｅ３
ｄｔα
＋ｅ１１

ｄαｅ１１
ｄｔα

＋ｅ１２
ｄαｅ１２
ｄｔα

＋ｅ１３
ｄαｅ１３
ｄｔα

＋ｅ２１
ｄαｅ２１
ｄｔα

＋ｅ２２
ｄαｅ２２
ｄｔα

＋

ｅ２３
ｄαｅ２３
ｄｔα

＋ｅ３１
ｄαｅ３１
ｄｔα

＋ｅ３２
ｄαｅ３２
ｄｔα

＋ｅ３３
ｄαｅ３３
ｄｔα

＋ｅｂ１
ｄαｅｂ１
ｄｔα

＋ｅｂ２
ｄαｅｂ２
ｄｔα

＋ｅｂ３
ｄαｅｂ３
ｄｔα

（１３）

将式（１０）、（１１）、（１２）代入式（１３）得到：
Ｊ＝ｅ１（－ｅ１＋ａ^１２ｅ２＋（^ａ１３＋ｂ^１ｘ２）ｅ３＋ｘ１ｅ１１＋ｘ２ｅ１２＋ｘ３ｅ１３＋ｘ２ｘ３ｅｂ１）＋

ｅ２（－ａ^１２ｅ１－ｅ２＋（^ａ２３＋ｂ^２ｘ１）ｅ３＋ｘ１ｅ２１＋ｘ２ｅ２２＋ｘ３ｅ２３＋ｘ１ｘ３ｅｂ２）＋

ｅ３（－（^ａ１３＋ｂ^１ｘ２）ｅ１－（^ａ２３＋ｂ^２ｘ１）ｅ２－ｅ３＋ｘ１ｅ３１＋ｘ２ｅ３２＋ｘ３ｅ３３＋ｘ１ｘ２ｅｂ３）＋

ｅ１１（－ｘ１ｅ１）＋ｅ１２（－ｘ２ｅ１）＋ｅ１３（－ｘ３ｅ１）＋ｅ２１（－ｘ１ｅ２）＋ｅ２２（－ｘ２ｅ２）＋

ｅ２３（－ｘ３ｅ２）＋ｅ３１（－ｘ１ｅ３）＋ｅ３２（－ｘ２ｅ３）＋ｅ３３（－ｘ３ｅ３）＋ｅｂ１（－ｘ２ｘ３ｅ１）＋

ｅｂ２（－ｘ１ｘ３ｅ２）＋ｅｂ３（－ｘ１ｘ２ｅ３）＝

－ｅ２１－ｅ
２
２－ｅ

２
３≤０ （１４）

　　显然式（１４）满足引理１的条件，则追踪同步误差ｅ（ｔ）＝［ｅ１，ｅ２，ｅ３］
Ｔ渐进稳定，即分数阶受控系统式（５）

能追踪同步任意给定的信号ｙ（ｔ）。

２　分数阶ＮｅｗｔｏｎＬｅｉｐｎｉｋ系统的同步及数值模拟

选取ＮｅｗｔｏｎＬｅｉｐｎｉｋ系统进行数值模拟，验证定理的有效性。
分数阶ＮｅｗｔｏｎＬｅｉｐｎｉｋ系统由方程表示：
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ｄαｘ１
ｄｔα
＝ｃｘ１＋ｘ２＋１０ｘ２ｘ３

ｄαｘ２
ｄｔα
＝－ｘ１－０．４ｘ２＋５ｘ１ｘ３

ｄαｘ３
ｄｔα
＝ｄｘ３－５ｘ１ｘ２















（１５）

　　在ｃ＝－０．４，ｄ＝０．１７５的情况下，当α∈ ［０．９８９，１）时处于混沌状态，且具有双重吸引子；当α∈（０．９５４２，

０．９８９０）时仍然处于混沌状态，但只有单吸引子［１６］。

设未知参数ｃ，ｄ的估计值分别为为 ｃ^，^ｄ，参数估计误差为

ｅｃ＝ｃ－ｃ^

ｅｄ＝ｄ－ｄ^{ （１６）

于是

ｃ＝^ｃ＋ｅｃ

ｄ＝ｄ^＋ｅｄ{ （１７）

　　对分数阶ＮｅｗｔｏｎＬｅｉｐｎｉｋ系统设计控制器ｕ＝［ｕ１，ｕ２，ｕ３］
Ｔ，再将式（１７）代入有：

ｄαｘ１
ｄｔα
＝（^ｃ＋ｅｃ）ｘ１＋ｘ２＋１０ｘ２ｘ３＋ｕ１

ｄαｘ２
ｄｔα
＝－ｘ１－０．４ｘ２＋５ｘ１ｘ３＋ｕ２

ｄαｘ３
ｄｔα
＝ ｄ^＋ｅｄ( ) ｘ３－５ｘ１ｘ２＋ｕ３















（１８）

　　在系统式（１５）中Ａ＝
ｃ １ ０
－１ －０．４ ０
０ ０ ｄ











，Ｂ＝［１０ ５ －５］。

仍然定义追踪同步误差为

ｅ（ｔ）＝ｘ（ｔ）－ｙ（ｔ） （１９）

根据定理，控制器可以选为

ｕ１＝－（１＋ｃ^）ｘ１＋ｙ１－ｙ２－１０ｘ２ｙ３＋
ｄαｙ１
ｄｔα

ｕ２＝－０．６ｘ２＋ｙ１＋ｙ２－５ｘ１ｙ３＋
ｄαｙ２
ｄｔα

ｕ３＝－（１＋ｄ^）ｘ３－１０ｘ１ｘ２＋１０ｘ２ｙ１＋５ｘ１ｙ２＋ｙ３＋
ｄαｙ３
ｄｔα















（２０）

参数自适应规则可以选为

ｄα^ｃ
ｄｔα
＝ｘ１ｅ１

ｄα^ｄ
ｄｔα
＝ｘ３ｅ３











（２１）

那么
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ｄαｅｃ
ｄｔα
＝－ｄ

α^ｃ
ｄｔα
＝－ｘ１ｅ１

ｄαｅｄ
ｄｔα
＝－ｄ

α^ｄ
ｄｔα
＝－ｘ３ｅ３











（２２）

由式（１８）、（１９）、（２０）得：
ｄαｅ１
ｄｔα
＝－ｅ１＋ｅ２＋１０ｘ２ｅ３＋ｘ１ｅｃ

ｄαｅ２
ｄｔα
＝－ｅ１－ｅ２＋５ｘ１ｅ３

ｄαｅ３
ｄｔα
＝－１０ｘ２ｅ１－５ｘ１ｅ２－ｅ３＋ｘ３ｅｄ















（２３）

再根据式（２２）、（２３）有：

Ｊ＝［ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅｃ，ｅｄ］

ｄαｅ１
ｄｔα

ｄαｅ２
ｄｔα

ｄαｅ３
ｄｔα

ｄαｅｃ
ｄｔα

ｄαｅｄ
ｄｔα



































＝－ｅ２１－ｅ
２
２－ｅ

２
３≤０ （２４）

得到追踪同步误差渐进稳定，完成了分数阶ＮｅｗｔｏｎＬｅｉｐｎｉｋ系统的自适应追踪同步。
选取参考信号ｙ（ｔ）＝［０，０，０］Ｔ，其仿真结果如图１所示。

图１　分数阶ＮｅｗｔｏｎＬｅｉｐｎｉｋ混沌系统追踪控制到原点的同步误差
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３　结　论

基于分数阶系统稳定性理论，实现了一类参数未知的分数阶混沌系统同给定信号的追踪控制与同步。

最后以分数阶 ＮｅｗｔｏｎＬｅｉｐｎｉｋ混沌系统为例，设计控制器和未知参数辨识规则，实现了分数阶 Ｎｅｗｔｏｎ
Ｌｅｉｐｎｉｋ混沌系统的控制与同步问题并给出了数值仿真模拟。
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