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　 　 摘　 要：根据多项式的 Ｔａｙｌｏｒ 展开，首先给出了多项式对在基｛１，ｘ－ａ，…，（ｘ－ａ） ｎ－１｝下的 Ｂｅｚｏｕｔ 矩阵的

表达式；其次得到了该 Ｂｅｚｏｕｔ 矩阵中元素的一种具体算法；最后通过一个实例来加以说明．
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Ｂｅｚｏｕｔ 矩阵是由多项式对定义出的特殊方阵，是一种基础的研究工具．自 １８ 世纪引入以来，关于 Ｂｅｚｏｕｔ
矩阵的研究受到了广大科研工作者们的高度重视，现已被广泛应用于控制论、多项式稳定性系统等领域

中［１－２］ ．关于 Ｂｅｚｏｕｔ 矩阵性质的研究，国内的研究者们对其做出过一些详细的探讨，给出了一些不错的性质，
具体可参考文献［３－７］．文中第一节先回顾几个需要用到的定义；第二节给出了多项式对在基｛１，ｘ－ａ，…，
（ｘ－ａ） ｎ－１｝下的 Ｂｅｚｏｕｔ 矩阵 Ｂ（ ｆ，ｇ）的表达式；第三节提供了求解该 Ｂｅｚｏｕｔ 矩阵 Ｂ（ ｆ，ｇ）中元素的一种具体算

法；最后一节中，通过所列举出的一个简单实例，对前面的定理给予验证说明．

１　 预备知识

定义 １［８，９］ 　 称线性空间 Ｐ［ｘ］ ｎ 中 ｎ 个线性无关的向量｛１，ｘ，…，ｘｎ－１｝为多项式的标准幂基，｛β（ｎ－１）
０ （ｘ），

β（ｎ－１）
１ （ｘ），…，β（ｎ－１）

ｎ－１ （ｘ）｝为多项式的 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ 基，其中

β（ｎ－１）
ｋ （ｘ） ＝

ｎ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１ － ｘ） ｎ－ｋ－１ｘｋ，０ ≤ ｋ ≤ ｎ － １

　 　 定义 ２［１０］ 　 对于给定的多项式对

ｆ（ｘ） ＝ 
ｎ

ｉ ＝ ０
ｆｉｘｉ ＝ 

ｎ

ｉ ＝ ０
ｕｉ β（ｎ）

ｉ （ｘ），ｇ（ｘ） ＝ 
ｎ

ｉ ＝ ０
ｇｉｘｉ ＝ 

ｎ

ｉ ＝ ０
ｖｉβ（ｎ）

ｉ （ｘ）

称由生成函数

τ（ｘ，ｙ） ＝ ｆ（ｘ）ｇ（ｙ） － ｆ（ｙ）ｇ（ｘ）
ｘ － ｙ

＝ 
ｎ

ｉ，ｊ ＝ １
ｂ^ｉ，ｊｘｉ －１ｙ ｊ －１

所定义的矩阵 Ｂ^（ ｆ，ｇ）＝ （ ｂ^ｉ，ｊ） ｎ
ｉ，ｊ＝１为 ｆ（ｘ）和 ｇ（ｘ）在标准幂基｛１，ｘ，…，ｘｎ－１｝下的经典 Ｂｅｚｏｕｔ 矩阵；称由生成

函数

τ（ｘ，ｙ） ＝ ｆ（ｘ）ｇ（ｙ） － ｆ（ｙ）ｇ（ｘ）
ｘ － ｙ

＝ 
ｎ

ｉ，ｊ ＝ １
ｂｉ，ｊ β（ｎ－１）

ｉ －１ （ｘ）β（ｎ－１）
ｊ －１ （ｙ）



所定义的矩阵 Ｂ（ ｆ，ｇ） ＝ （ ｂｉ，ｊ） ｎ
ｉ，ｊ＝１为 ｆ（ ｘ）和 ｇ（ ｘ）在 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ 基｛β（ｎ－１）

０ （ ｘ），β（ｎ－１）
１ （ ｘ），…，β（ｎ－１）

ｎ－１ （ ｘ）｝下的

Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ Ｂｅｚｏｕｔ 矩阵．

２　 多项式对在基｛１，ｘ－ａ，…，（ｘ－ａ） ｎ－１｝下 Ｂｅｚｏｕｔ 矩阵的表达式

引理 １［１１］ 　 标准幂基｛１，ｘ，…，ｘｎ－１｝和 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ 基｛β（ｎ－１）
０ （ｘ），β（ｎ－１）

１ （ｘ），…，β（ｎ－１）
ｎ－１ （ｘ）｝之间满足关系式

１
ｘ
︙
ｘｎ－１

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

＝ Ｋｎ－１

β（ｎ－１）
０ （ｘ）

β（ｎ－１）
１ （ｘ）

︙
β（ｎ－１）
ｎ－１ （ｘ）

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

其中 Ｋｎ－１ ＝（ｋｉ，ｊ） ｎ
ｉ，ｊ＝１满足

ｋｉ，ｊ ＝
ｊ － １
ｉ － １

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ － １
ｉ － １

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

， ｉ ≤ ｊ

０， ｉ ＞ ｊ

ì

î

í

ï
ï

ïï

　 　 证明　 容易得出

ｘｉ ＝ （１ － ｘ ＋ ｘ） ｎ－ｉ－１ｘｉ ＝ 
ｎ－ｉ－１

ｋ ＝ ０

ｎ － ｉ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１ － ｘ） ｎ－ｉ－ｋ－１ｘｉ ＋ｋ ＝


ｎ－１

ｒ ＝ ｉ

ｎ － ｉ － １
ｒ － ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１ － ｘ） ｎ－ｒ－１ｘｒ ＝ 

ｎ－１

ｒ ＝ ｉ

ｎ － ｉ － １
ｒ － ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ － １
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

β（ｎ－１）
ｒ （ｘ） ＝


ｎ－１

ｒ ＝ ｉ

ｒ
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ － １
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

β（ｎ－１）
ｒ （ｘ）

等号两边分别取 ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１，可知

１ ＝ β（ｎ－１）
０ （ｘ） ＋ β（ｎ－１）

１ （ｘ） ＋ … ＋ β（ｎ－１）
ｎ－１ （ｘ）

ｘ ＝
１
１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ － １
１

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

β（ｎ－１）
１ （ｘ） ＋

２
１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ － １
１

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

β（ｎ－１）
２ （ｘ） ＋ … ＋

ｎ － １
１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ － １
１

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

β（ｎ－１）
ｎ－１ （ｘ）

…

ｘｎ－１ ＝
ｎ － １
ｎ － １

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ － １
ｎ － １

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

β（ｎ－１）
ｎ－１ （ｘ）

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

从而引理 １ 成立，证毕．
定理 １　 对于任意的 ａ∈Ｒ，（１，ｘ－ａ，…，（ｘ－ａ） ｎ－１）＝ （１，ｘ，…，ｘｎ－１）Ａｎ－１成立，其中

Ａｎ－１ ＝

１ － ａ ａ２ … （ － １） ｎ－１ａｎ－１

０ １ － ２ａ … （ － １） ｎ－２（ｎ － １）ａｎ－２

０ ０ １ … （ － １） ｎ－３ （ｎ － ２）（ｎ － １）
２！

ａｎ－３

︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ ０ … １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

称为标准幂基｛１，ｘ，…，ｘｎ－１｝到基｛１，ｘ－ａ，…，（ｘ－ａ） ｎ－１｝的过渡矩阵．

证明　 由二项式定理 （ｘ － ａ） ｉ ＝ 
ｉ

ｊ ＝ ０
Ｃ ｊ

ｉ（ － １） ｉ －ｊａｉ －ｊｘ ｊ，０ ≤ ｉ ≤ ｎ － １ 易知，定理 １ 成立，证毕．
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定理 ２　 设给定的多项式对

ｆ（ｘ） ＝ 
ｎ

ｉ ＝ ０
ｆｉｘｉ ＝ 

ｎ

ｉ ＝ ０
ｕｉ β（ｎ）

ｉ （ｘ），ｇ（ｘ） ＝ 
ｎ

ｉ ＝ ０
ｇｉｘｉ ＝ 

ｎ

ｉ ＝ ０
ｖｉ β（ｎ）

ｉ （ｘ）

在基｛１，ｘ－ａ，…，（ｘ－ａ） ｎ－１｝下的 Ｂｅｚｏｕｔ 矩阵为 Ｂ（ ｆ，ｇ）＝ （ｂｉ，ｊ） ｎ
ｉ，ｊ＝１，则有

Ｂ（ ｆ，ｇ） ＝ Ａ －１
ｎ－１Ｋ

－Ｔ
ｎ－１Ｂ（ ｆ，ｇ）Ｋ －１

ｎ－１Ａ
－Ｔ
ｎ－１ （１）

　 　 证明　 由题设条件和定义 ２，引理 １ 以及定理 １ 可知

ｆ（ｘ）ｇ（ｙ） － ｆ（ｙ）ｇ（ｘ）
ｘ － ｙ

＝ （β（ｎ－１）
０ （ｘ），β（ｎ－１）

１ （ｘ），…，β（ｎ－１）
ｎ－１ （ｘ））Ｂ（ ｆ，ｇ）

β（ｎ－１）
０ （ｙ）

β（ｎ－１）
１ （ｙ）

︙

β（ｎ－１）
ｎ－１ （ｙ）

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

＝

（１，ｘ，…，ｘｎ－１）Ｋ －Ｔ
ｎ－１Ｂ（ ｆ，ｇ）Ｋ －１

ｎ－１

１
ｙ
︙

ｙｎ－１

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

＝

（１，ｘ － ａ，…，（ｘ － ａ） ｎ－１）Ａ －１
ｎ－１Ｋ

－Ｔ
ｎ－１Ｂ（ ｆ，ｇ）Ｋ －１

ｎ－１Ａ
－Ｔ
ｎ－１

１
ｙ － ａ
︙

（ｙ － ａ） ｎ－１

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

＝

（１，ｘ － ａ，…，（ｘ － ａ） ｎ－１）Ｂ（ ｆ，ｇ）

１
ｙ － ａ
︙

（ｙ － ａ） ｎ－１

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

故 Ｂ（ ｆ，ｇ）＝ Ａ－１
ｎ－１Ｋ

－Ｔ
ｎ－１Ｂ（ ｆ，ｇ）Ｋ－１

ｎ－１Ａ
－Ｔ
ｎ－１成立，证毕．

３　 Ｂ（ ｆ，ｇ）中元素的具体算法

在这一节中，对 ｆ（ｘ）和 ｇ（ｘ）进行 Ｔａｙｌｏｒ 展开后，利用基本算数运算，给出了求解 Ｂ（ ｆ，ｇ）中元素的一种

具体算法．

引理 ２［１１］ 　 多项式对 ｆ（ｘ）＝ 
ｎ

ｉ＝０
ｆｉｘｉ ＝

ｎ

ｉ＝０
ｕｉ β（ｎ）

ｉ （ｘ），ｇ（ｘ）＝ 
ｎ

ｉ＝０
ｇｉｘｉ ＝

ｎ

ｉ＝０
ｖｉ β（ｎ）

ｉ （ｘ）在 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ 基｛β（ｎ－１）
０ （ｘ），

β（ｎ－１）
１ （ｘ），…，β（ｎ－１）

ｎ－１ （ｘ）｝下的 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ Ｂｅｚｏｕｔ 矩阵 Ｂ（ ｆ，ｇ）＝ （ｂｉ，ｊ） ｎ
ｉ，ｊ＝１的具体算法如下：

ｂｉ，１ ＝ ｎ
ｉ
（ｕｉｖ０ － ｕ０ｖｉ），１ ≤ ｉ ≤ ｎ （２）

ｂｉ，ｊ ＋１ ＝ ｎ２

ｉ（ｎ － ｊ）
（ｕｉｖｊ － ｕ ｊｖｉ） ＋ ｊ（ｎ － ｉ）

ｉ（ｎ － ｊ）
ｂｉ ＋１，ｊ，１ ≤ ｉ，ｊ ≤ ｎ － １ （３）

ｂｎ，ｊ ＋１ ＝ ｎ
ｎ － ｊ

（ｕｎｖｊ － ｕ ｊｖｎ），１ ≤ ｊ ≤ ｎ － １ （４）

　 　 定理 ３ 　 多项式对 ｆ（ｘ） ＝ 
ｎ

ｉ ＝ ０
ｆｉｘｉ ＝ 

ｎ

ｉ ＝ ０
ｕｉ β （ｎ）

ｉ （ｘ），ｇ（ｘ） ＝ 
ｎ

ｉ ＝ ０
ｇｉｘｉ ＝ 

ｎ

ｉ ＝ ０
ｖｉ β （ｎ）

ｉ （ｘ） 在基｛１，ｘ－ａ，…，

（ｘ－ａ） ｎ－１｝下的 Ｂｅｚｏｕｔ 矩阵 Ｂ（ ｆ，ｇ）＝ （ｂｉ，ｊ） ｎ
ｉ，ｊ＝１的具体算法如下：
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ｂｉ，１ ＝ ｆ（ ｉ）（ａ）ｇ（ａ） － ｇ（ ｉ）（ａ） ｆ（ａ）
ｉ！

，１ ≤ ｉ ≤ ｎ （５）

ｂｉ，ｊ ＋１ ＝ ｆ（ ｉ）（ａ）ｇ（ ｊ）（ａ） － ｆ（ ｊ）（ａ）ｇ（ ｉ）（ａ）
ｉ！ ｊ！

＋ ｂｉ ＋１，ｊ，１ ≤ ｉ，ｊ ≤ ｎ － １ （６）

ｂｎ，ｊ ＋１ ＝ ｆ（ｎ）（ａ）ｇ（ ｊ）（ａ） － ｆ（ ｊ）（ａ）ｇ（ｎ）（ａ）
ｎ！ ｊ！

，１ ≤ ｊ ≤ ｎ － １ （７）

　 　 证明　 由题设条件可知

ｆ（ｘ）ｇ（ｙ） － ｆ（ｙ）ｇ（ｘ） ＝ （ｘ － ｙ）
ｎ

ｉ，ｊ ＝ １

ｂｉ，ｊ（ｘ － ａ） ｉ －１（ｙ － ａ） ｊ －１

根据 Ｔａｙｌｏｒ 展开可知

ｆ（ｘ） ＝ 
ｎ

ｉ ＝ ０

ｆ（ ｉ）（ａ）
ｉ！

（ｘ － ａ） ｉ，ｇ（ｘ） ＝ 
ｎ

ｉ ＝ ０

ｇ（ ｉ）（ａ）
ｉ！

（ｘ － ａ） ｉ

故有

ｆ（ｘ）ｇ（ｙ） － ｆ（ｙ）ｇ（ｘ） ＝ 
ｎ

ｉ，ｊ ＝ ０

ｆ（ ｉ）（ａ）ｇ（ ｊ）（ａ） － ｆ（ ｊ）（ａ）ｇ（ ｉ）（ａ）
ｉ！ ｊ！

（ｘ － ａ） ｉ（ｙ － ａ） ｊ

从而有

（ｘ － ｙ）
ｎ

ｉ，ｊ ＝ １

ｂｉ，ｊ（ｘ － ａ） ｉ －１（ｙ － ａ） ｊ －１ ＝ 
ｎ

ｉ，ｊ ＝ ０

ｆ（ ｉ）（ａ）ｇ（ ｊ）（ａ） － ｆ（ ｊ）（ａ）ｇ（ ｉ）（ａ）
ｉ！ ｊ！

（ｘ － ａ） ｉ（ｙ － ａ） ｊ

由于

（ｘ － ｙ）
ｎ

ｉ，ｊ ＝ １

ｂｉ，ｊ（ｘ － ａ） ｉ －１（ｙ － ａ） ｊ －１ ＝ ［（ｘ － ａ） － （ｙ － ａ）］
ｎ

ｉ，ｊ ＝ １

ｂｉ，ｊ（ｘ － ａ） ｉ －１（ｙ － ａ） ｊ －１ ＝


ｎ

ｉ，ｊ ＝ １

ｂｉ，ｊ［（ｘ － ａ） ｉ（ｙ － ａ） ｊ －１ － （ｘ － ａ） ｉ －１（ｙ － ａ） ｊ］

故有


ｎ

ｉ，ｊ ＝ １

ｂｉ，ｊ［（ｘ － ａ） ｉ（ｙ － ａ） ｊ －１ － （ｘ － ａ） ｉ －１（ｙ － ａ） ｊ］ ＝


ｎ

ｉ，ｊ ＝ ０

ｆ（ ｉ）（ａ）ｇ（ ｊ）（ａ） － ｆ（ ｊ）（ａ）ｇ（ ｉ）（ａ）
ｉ！ ｊ！

（ｘ － ａ） ｉ（ｙ － ａ） ｊ
（８）

　 　 分别比较式（８）等号两边（ｘ－ａ） ｉ，（ｘ－ａ） ｉ（ｙ－ａ） ｊ 以及（ｘ－ａ） ｎ（ｙ－ａ） ｊ 的系数可知

ｂｉ，１ ＝ ｆ（ ｉ）（ａ）ｇ（ａ） － ｆ（ａ）ｇ（ ｉ）（ａ）
ｉ！

，１ ≤ ｉ ≤ ｎ

ｂｉ，ｊ ＋１ － ｂｉ ＋１，ｊ ＝
ｆ（ ｉ）（ａ）ｇ（ ｊ）（ａ） － ｆ（ ｊ）（ａ）ｇ（ ｉ）（ａ）

ｉ！ ｊ！
，１ ≤ ｉ，ｊ ≤ ｎ － １

ｂｎ，ｊ ＋１ ＝ ｆ（ｎ）（ａ）ｇ（ ｊ）（ａ） － ｆ（ ｊ）（ａ）ｇ（ｎ）（ａ）
ｎ！ ｊ！

，１ ≤ ｊ ≤ ｎ － １

即得到式（５）（６）（７），故定理 ３ 成立，证毕．

４　 实　 例

在这一节，通过一个计算 Ｂ（ ｆ，ｇ）的简单实例，作为对前面定理的验证与说明．

例 １　 给定多项式对
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ｆ（ｘ） ＝ １ － ４ｘ ＋ ６ｘ２ － ４ｘ３ ＝ β（３）
０ （ｘ） － １

３
β（３）

１ （ｘ） ＋ １
３
β（３）

２ （ｘ） － β（３）
３ （ｘ）

ｇ（ｘ） ＝ １ － ６ｘ ＋ ８ｘ２ － ２ｘ３ ＝ β（３）
０ （ｘ） － β（３）

１ （ｘ） － １
３
β（３）

２ （ｘ） ＋ β（３）
３ （ｘ）

由式（２）可知

ｂ１，１ ＝ ２，ｂ２，１ ＝ １，ｂ３，１ ＝ － ２
由式（３）可知

ｂ１，２ ＝ １，ｂ２，２ ＝ － ３
２
，ｂ１，３ ＝ － ２，ｂ２，３ ＝ ２

由式（４）可知

ｂ３，２ ＝ ２，ｂ３，３ ＝ ０
故有

Ｂ（ ｆ，ｇ） ＝

２ １ － ２

１ － ３
２

２

－ ２ ２ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

取 ａ＝ １，则有

ｆ（１） ＝ － １， ｆ ′（１） ＝ － ４，ｆ ″（１） ＝ － １２， ｆ ‴（１） ＝ － ２４
ｇ（１） ＝ １， ｇ′（１） ＝ ４， ｇ″（１） ＝ ４， ｇ‴（１） ＝ － １２

则由式（５）可知
ｂ１，１ ＝ ０，ｂ２，１ ＝ － ４，ｂ３，１ ＝ － ６

由式（６）可知
ｂ１，２ ＝ － ４，ｂ２，２ ＝ － ２２，ｂ１，３ ＝ － ６，ｂ２，３ ＝ － ２４

由式（７）可知
ｂ３，２ ＝ － ２４，ｂ３，３ ＝ － ２０

故有

Ｂ（ ｆ，ｇ） ＝
０ － ４ － ６
－ ４ － ２２ － ２４
－ ６ － ２４ － ２０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

（９）

此外易知

Ａ２ ＝
１ － １ １
０ １ － ２
０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
，Ａ －１

２ ＝
１ １ １
０ １ ２
０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
，Ａ －Ｔ

２ ＝
１ ０ ０
１ １ ０
１ ２ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

Ｋ２ ＝

１ １ １

０ １
２

１

０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

，Ｋ －１
２ ＝

１ － ２ １
０ ２ － ２
０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
，Ｋ －Ｔ

２ ＝
１ ０ ０
－ ２ ２ ０
１ － ２ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

故由式（１）可知
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Ｂ（ ｆ，ｇ） ＝
１ １ １
０ １ ２
０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

１ ０ ０
－ ２ ２ ０
１ － ２ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

２ １ － ２

１ － ３
２

２

－ ２ ２ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

１ － ２ １
０ ２ － ２
０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

１ ０ ０
１ １ ０
１ ２ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝

０ － ４ － ６
－ ４ － ２２ － ２４
－ ６ － ２４ － ２０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

（１０）

　 　 不难发现，式（９）（１０）两式的结果是完全相同的，这也验证了定理 ２ 与定理 ３ 是等价的．

５　 小　 结

将多项式与 Ｔａｙｌｏｒ 展开联系在一起，通过上面给出的简单实例，不仅可以反映出定理 ２ 用矩阵形式表示
Ｂ（ ｆ，ｇ）的合理性，而且容易看出定理 ３ 提供的计算 Ｂ（ ｆ，ｇ）中元素的这种具体算法是简便有效的．
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