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　 　 摘　 要：基于已有的 ＣＤ 方法，提出了一种改进的 ＣＤ 共轭梯度法（ＭＣＤ 算法） ．该算法产生的搜索方向

为充分下降方向，且这一性质与所采用的线搜索方法无关；并在一定的条件下证明了该算法基于 Ｗｏｌｆｅ 线搜

索求解非凸优化问题的全局收敛性．
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０　 引　 言

考虑无约束优化问题
ｍｉｎ
ｘ∈Ｒｎ

ｆ（ｘ） （１）

其中 ｆ：Ｒｎ→Ｒ 连续可微．共轭梯度法是求解该问题的一类有效算法．
一般的共轭梯度法的迭代公式为

ｘｋ＋１ ＝ ｘｋ ＋ αｋｄｋ，　 ｋ ＝ １，２，… （２）

ｄｋ ＝
－ ｇｋ， ｉｆ ｋ ＝ １

－ ｇｋ ＋ βｋｄｋ－１， ｉｆ ｋ ≥ １{ （３）

　 　 其中，ｘ１ 为初始点，ｄｋ 为搜索方向，αｋ 由某种线性搜索或由特定公式计算出的步长因子，βｋ 为标
量，ｇｋ ＝▽ｆ（ｘｋ） ．

共轭梯度法的关键是选取 αｋ 和 βｋ，不同的 αｋ 和 βｋ 决定了不同的共轭梯度算法．常用选取 αｋ 的线搜索
是标准 Ｗｏｌｆｅ 线搜索，即选取 αｋ＞０ 满足

ｆ（ｘｋ ＋ αｋｄｋ） ≤ ｆ（ｘｋ） ＋ δαｋｄＴ
ｋ ｇｋ （４）

ｄＴ
ｋ ｇ（ｘｋ ＋ αｋｄｋ） ≥ σｄＴ

ｋ ｇｋ （５）
　 　 其中 δ 和 σ 是满足 ０＜δ＜σ＜１ 的常数；而 βｋ 的选取公式常用的有

βＦＲ
ｋ ＝

ｇｋ
２

ｇｋ－１
２，β

ＰＲＰ
ｋ ＝

ｇＴ
ｋ（ｇｋ － ｇｋ－１）

ｇｋ－１
２ ，βＨＳ

ｋ ＝
ｇＴ
ｋ（ｇｋ － ｇｋ－１）

（ｇｋ － ｇｋ－１） Ｔｄｋ－１

βＣＤ
ｋ ＝ －

ｇｋ
２

ｇＴ
ｋ－１ｄｋ－１

，βＬＳｋ ＝
ｇＴ
ｋ（ｇｋ － ｇｋ－１）
ｇＴ
ｋ－１ｄｋ－１

，βＤＹ
ｋ ＝

ｇｋ
２

ｄＴ
ｋ－１ｙｋ－１

　 　 其中 · 为欧式范数，它们对应的共轭梯度法称为 ＦＲ［１］方法、ＰＲＰ ［２］方法、ＨＳ［３］方法、ＣＤ［４］方法、ＬＳ［５］

方法和 ＤＹ［６］方法．



在众多共轭梯度法中，为了保证是下降方向，许多学者都做了深入的研究．文献［７］提出一种新的谱 ＤＹ
共轭梯度法（简记为 ＭＤＹ），其迭代格式为式（２）和

ｄｋ ＝
－ ｇｋ， ｉｆ ｋ ＝ １

－ θｋｇｋ ＋ βｋｄｋ－１， ｉｆ ｋ ≥ １{
其中 θｋ ＝ １＋

ｇＴ
ｋ ｄｋ－１

ｄＴ
ｋ－１ｙｋ－１

，βｋ ＝βＤＹ
ｋ ．ＭＤＹ 方法可以产生不依赖于线搜索的下降方向，且在 Ａｒｍｉｊｏ 型线搜索规则下具

有全局收敛性．
在文献［８」中，Ｈａｇｅｒ 和 Ｚｈａｎｇ 提出了一种新的共轭梯度法（简称 ＨＺ 方法） ．ＨＺ 方法的一个重要特性是

它可以产生不依赖于线搜索方法的下降方向，且满足充分下降条件 ｄＴ
ｋ ｇｋ≤－ ７

８
ｇｋ ．Ｈａｇｅｒ 和 Ｚｈａｎｇ 证明了采

用 Ｗｏｌｆｅ 搜索时，ＨＺ 算法的全局收敛性．
受到文献［８］的启发，结合 ＣＤ 方法，此处提出了一种修正的 ＣＤ 算法，该算法具有不依赖于所采用的线搜索方

法的充分下降性；证明了该算法在Ｗｏｌｆｅ 线搜索下的全局收敛性；通过数值试验验证了算法的有效性．

１　 修正的 ＣＤ 算法

提出的修正 ＣＤ 共扼梯度法与 ＨＺ 方法有相似的结构，称之为 ＭＣＤ 方法．参数 βＭＣＤ
ｋ 的计算公式如下：

βＭＣＤ
ｋ ＝ βＣＤ

ｋ １ －
μｇＴ

ｋ ｄｋ－１

ｄＴ
ｋ－１ｇｋ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ （６）

其中 μ＞ １
４
为一常数，由 βＭＣＤ

ｋ 的计算式（６），给出如下充分下降性定理．

定理 １　 设迭代方向由式（７）产生
ｄｋ ＝ － ｇｋ ＋ βＭＣＤ

ｋ ｄｋ－１，ｄ０ ＝ － ｇ０ （７）
若 ｄＴ

ｋ－１ｙｋ－１≠０，则有

ｄＴ
ｋ ｇｋ ≤

１
４μ

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇｋ

２ （８）

　 　 证明　 当 ｋ＝ ０ 时，ｄＴ
０ｇ０ ＝ － ｇ０

２，式（８）成立．
当 ｋ≥１ 时，ｄｋ ＝ －ｇｋ＋βＭＣＤ

ｋ ｄｋ－１，两边与 ｇｋ 做内积，得
ｇＴ
ｋ ｄｋ ＝ － ｇｋ

２ ＋ βＭＣＤ
ｋ ｇＴ

ｋ ｄｋ－１ ＝

－ ｇｋ
２ ＋

ｇＴ
ｋ ｄｋ－１ ｇｋ

２

－ ｄＴ
ｋ－１ｇｋ－１( )

１ －
μｇＴ

ｋ ｄｋ－１

－ ｄＴ
ｋ－１ｇｋ－１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｇｋ
２（ｇＴ

ｋ ｄｋ－１）（ｄＴ
ｋ－１ｇｋ－１） － ｇｋ

２ － ｄＴ
ｋ－１ｇｋ－１( ) ２ － μ ｇｋ

２（ｇＴ
ｋ ｄｋ－１） ２

－ ｄＴ
ｋ－１ｇｋ－１( ) ２ ≤

１
２

２μ ｇｋ
２（ｇＴ

ｋ ｄｋ－１） ２ ＋ １
２μ

ｇｋ
２（ｄＴ

ｋ－１ｇｋ－１） ２é

ë
êê

ù

û
úú － ｇｋ

２ － ｄＴ
ｋ－１ｇｋ－１( ) ２ － μ ｇｋ

２（ｇＴ
ｋ ｄｋ－１） ２

－ ｄＴ
ｋ－１ｇｋ－１( ) ２

＝

１
４μ

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇｋ

２

故定理 １ 得证．
由定理 １ 知，由式（７）产生的迭代方向均为下降方向，且该下降性的产生不依赖于任何线性搜索．
算法 １　 ＭＣＤ 算法
步 １　 给定初始点 ｘ１∈Ｒｎ，ε＞０，ｄ１ ＝ －ｇ１，令 ｋ：＝ １；
步 ２　 若 ｇｋ ≤ε，则停止迭代，否则转入步 ３；
步 ３　 由式（４）和式（５）求得 αｋ；
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步 ４　 计算 ｘｋ＋１ ＝ ｘｋ＋αｋｄｋ，若 ｇｋ＋１ ≤ε，则算法停止，否则转步 ５；
步 ５　 利用式（６）计算 βｋ＋１，计算 ｄｋ＋１ ＝ －ｇｋ＋１＋βｋ＋１ｄｋ，置 ｋ：＝ ｋ＋１，转步 ２．

２　 算法的全局收敛性

下面，将在一定的假设条件下证明 ＭＣＤ 算法的全局收敛性，如无特殊说明，下面的假设 Ａ 总成立．
假设 Ａ
１） 水平集 Ｌ１ ＝ ｘ∈Ｒｎ ｜ ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ１）{ }有界，其中 ｘ１ 为初始点；
２） 在水平集 Ｌ１ 的一个邻域 Ｕ 内，ｆ（ｘ）是连续可微的，其梯度 ｇ（ｘ）是 ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的，即存在常数 Ｌ＞０，使

ｇ（ｘ） － ｇ（ｙ） ≤ Ｌ ｘ － ｙ ，∀ｘ，ｙ ∈ Ｕ （９）
　 　 引理 １　 设目标函数 ｆ（ｘ）满足假设 Ａ，序列 ｘｋ{ }由式（２）和式（３）产生，其中 βｋ 由式（６）计算，αｋ 满足式

（４）（５），则
∞

ｋ＝１

ｇｋ
４

ｄｋ
２＜＋∞ ，此关系式称为 Ｚｏｕｔｅｎｄｉｊｋ 条件．

证明　 由定理 １ 及式（８）（９），可得

（σ － １）ｇＴ
ｋ ｄｋ ≤ （ｇｋ＋１ － ｇｋ） Ｔｄｋ ≤ Ｌαｋ ｄｋ

２

　 　 因此，

αｋ ≥
（σ － １）

Ｌ
ｇＴ
ｋ ｄｋ

ｄｋ
２
＝ （１ － σ）

Ｌ
ｇＴ
ｋ ｄｋ

ｄｋ
２ （１０）

式（１０）结合式（８）可得

αｋ ≥ ｃ
ｇｋ

２

ｄｋ
２，ｃ ＝

（１ － σ）（４μ － １）
４Ｌμ

，μ ＞ １
４

（１１）

由式（４）和假设 Ａ，有

－ 
∞

ｋ ＝ １
αｋｇＴ

ｋ ｄｋ ＜ ＋ ∞ （１２）

结合式（８）（１２）和（１３）可得条件 Ｚｏｕｔｅｎｄｉｊｋ 成立，定理 １ 得证．
定理 ２　 设目标函数 ｆ（ｘ）满足假设条件 Ａ，序列｛ｘｋ｝由式（２）与式（３）产生，其中 βｋ 由式（６）计算，αｋ 由

式（４）（５）确定，则 ｇｋ ＝ ０ 对于某些指标 ｋ 成立，或 ｌｉｍ
ｋ→∞

ｉｎｆ ｇｋ ＝ ０．
证明　 类似于文献［９］，此处不再赘述．

３　 数值试验

比较 ＭＣＤ 与标准 ＣＤ 方法的性能，两种方法均采用 Ｗｏｌｆｅ 线搜索，试验中的函数全部来源于文献［９］ ．测
试环境为 ＭＡＴＬＡＢ ７．９．０，运行环境为内存 ４．００ ＧＢ，ＣＰＵ 为 ２．６０ ＧＨｚ 的个人计算机．参数设置如下：δ ＝ ０．３５，
σ＝ ０．７５，０．２５＜μ＜０．５；终止条件为 ｇｋ ≤１０－６或 Ｉｔ－ｌｉｍｉｔ＞９ ９９９．计算得到 ２ 种方法的数值结果如表 １ 所示．

表 １　 方法 ＣＤ 与 ＭＣＤ 数值测试结果

函数名称 维数
ＭＣＤ ＣＤ

ＮＩ ／ ＮＦ ／ ＮＧ ／ Ｔ ＮＩ ／ ＮＦ ／ ＮＧ ／ Ｔ
Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ ２ ２５３ ／ ３８０ ／ ３１１ ／ ８．４０３ ０ ９４４ ／ １ ２４５ ／ ２ ０６９ ／ １９．３

Ｆｒｅｕｄｅｎｓｔｅｉｎ ａｎｄ ｒｏｔｈ
２ ３４ ／ ６７ ／ ４５ ／ １．９６８ ７ Ｆ
８ １２８ ／ １９１ ／ １５１ ／ ３１．７１３ ８ ２１０ ／ ２８７ ／ ２４４ ／ ３３．１７０ ４

Ｂｅａｌｅ
２ ４５ ／ ８７ ／ ６０ ／ ３．１６２ ９ Ｆ
８ １４３ ／ ２０８ ／ １７４ ／ ４１．３６７ ９ Ｆ

Ｂａｒｄ ３ ４ ／ １０ ／ ７ ／ ０．３９７ ９ ４ ／ １０ ／ ７ ／ １．６７９ ３
Ｇａｕｓｓｉａｎ ３ ４ ／ ９ ／ ５ ／ ０．４５６ １ ４ ／ ９ ／ ５ ／ １．５１３ ５

Ｂｏｘ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ３ ２３ ／ ５１ ／ ３３ ／ ５．３８０ ５ １１８ ／ １６５ ／ １３４ ／ ６．５２２ ６
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续表１

函数名称 维数
ＭＣＤ ＣＤ

ＮＩ ／ ＮＦ ／ ＮＧ ／ Ｔ ＮＩ ／ ＮＦ ／ ＮＧ ／ Ｔ

Ｅｘｔｅｎｄｅｎｄ Ｐｏｗｅｌｌ ｓｉｎｇｕｌａｒ
４ ４８９ ／ ６０５ ／ ５３４ ／ １２．２１６ ６ ５４６ ／ ６７７ ／ ５８５ ／ ２２．６７９ ４
２０ ５８７ ／ ７２２ ／ ６２１ ／ ２３２．７６８ ６ ７２９ ／ ８７４ ／ ７６７ ／ ５０３．４６６ ５

Ｂｒｏｗｎ ａｎｄ Ｄｅｎｎｉｓ ４ １９８ ／ ２６０ ／ ２１３ ／ ３９３．８２９ ７ Ｆ
Ｏｓｂｏｒｎｅ １ ５ １０ ／ ２３ ／ １４ ／ ４．７９３ ３ ９ ／ ３４ ／ １３ ／ １４．３１２ ７

Ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｍｉｅｌｅ ａｎｄ ｃａｓｎｔｒｅｌｌ ４ ３６１ ／ ５０４ ／ ４２６ ／ １２．６１２ １ ５５６ ／ ７５８ ／ ６５２ ／ ８３．８０３ ５
Ｒａｙｄａｎ １ １０ ５５ ／ ９０ ／ ６１ ／ ４．６９５ ６ ２９ ／ ５８ ／ ３２ ／ １０．０５７ ３
Ｒａｙｄａｎ ２ １０ ５ ／ １１ ／ ８ ／ ３．９９３ ０ ６ ／ １３ ／ ９ ／ １．８１８ ２

１００ ６ ／ １４ ／ ９ ／ ２０．１８６ ９ ６ ／ １４ ／ ９ ／ ２３．３８３ ８
Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｉｒｉｄｉａｇｏｎａｌ １ １０ １３４ ／ １７３ ／ １４３ ／ ２０．４６６ ９ １６６ ／ ２２０ ／ １８４ ／ ３２．１９１ ０

注：“ＮＩ ／ ＮＦ ／ ＮＧ ／ Ｔｉｍｅ”依次表示迭代的次数、函数值计算的次数、梯度值计算的次数和 ＣＰＵ 运行总时间，“Ｆ”表示该

方法失败．

通过以上简单数值试验，说明了新方法的可行性，但为了能得到更好的数值效果，还需要进一步研究方
法中参数的选取和搜索条件的选择．
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