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“微积分”课程是经济类、管理类专业的基础课程之一，也是学生们感觉较为困难的课程之一．学好这门
课程可以为学生将来从事经济计量分析提供一个有力的工具，同时对于学生逻辑思维能力的培养和创新思

维的开发有着重要的作用．在“微积分”课程的教学过程中，作者发现很多学生对于教材中的一些重要概念
理解不够深刻，容易发生混淆．通过举例说明的方法，对“微积分”课程中的若干问题进行辨析，同时举例说
明了“微积分”课程中若干常见方法的使用．

１　可导与连续

目前，绝大部分微积分教材［１，２］中都给出了如下命题：若函数ｆ（ｘ）在ｘ０处可导，则ｆ（ｘ）在 ｘ０处必连续．

其实命题的条件可以减弱．
给出如下命题：若函数 ｆ（ｘ）在 ｘ０处 ｆ′－（ｘ０）和 ｆ′＋（ｘ０）都存在，则 ｆ（ｘ）在 ｘ０处必连续．这里并不要求

ｆ′－（ｘ０）＝ｆ′＋（ｘ０），而仅仅要求ｆ′－（ｘ０）和ｆ′＋（ｘ０）均存在．事实上，若ｆ′－（ｘ０）和ｆ′＋（ｘ０）均存在，则可以分别得到
ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０
ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ０）与 ｌｉｍ

ｘ→ｘ＋０
ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ０）．否则，会有

ｆ′－（ｘ０）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

＝∞，ｆ′＋（ｘ０）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

＝∞

这与ｆ′－（ｘ０）和ｆ′＋（ｘ０）存在相矛盾．因此，得到ｌｉｍｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ０），即ｆ（ｘ）在ｘ０处连续．

对于命题“若ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０
ｆ′（ｘ）和ｌｉｍ

ｘ→ｘ＋０
ｆ′（ｘ）至少有一个不存在，则函数ｆ（ｘ）在 ｘ０处处不可导”，很多学生经常误

认为是正确的．举反例１如下：

例１　设函数ｆ（ｘ）＝
ｘ２ｓｉｎ

１
ｘ
， ｘ≠０

０， ｘ＝０{ ，于是有ｆ′（ｘ）＝
２ｘｓｉｎ

１
ｘ
－ｃｏｓ

１
ｘ
， ｘ≠０

０， ｘ＝０{ ．由于ｌｉｍ
ｘ→０
ｃｏｓ
１
ｘ
属于

“振荡型”不存在，故ｌｉｍ
ｘ→０
ｆ′（ｘ）不存在，然而ｆ′（０）＝０却存在．



另外，有的学生常有以下误解，认为ｆ（ｘ）在ｘ０处连续，则必存在 δ＞０，在 Ｕ
０
δ（ｘ０）内 ｆ（ｘ）亦连续，这是不

正确的，现举反例２如下．

例２　设Ｄ（ｘ）为狄利克雷函数，即Ｄ（ｘ）＝
１， ｘ∈Ｑ
０， ｘＱ{ ．令ｆ（ｘ）＝ｘＤ（ｘ），ｘ０＝０，则有ｆ（０）＝０．而由无穷

小量乘以有界变量仍为无穷小量可知，ｌｉｍ
ｘ→０
ｆ（ｘ）＝０＝ｆ（０），故ｆ（ｘ）在ｘ０＝０处连续．若ｘ０≠０且为无理数，则

ｆ（ｘ０）＝ｘ０×０＝０．注意到当ｘ沿有理数趋于ｘ０时，ｆ（ｘ）＝ｘＤ（ｘ）→ｘ０≠０，即 ｌｉｍｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）≠ｆ（ｘ０），于是ｆ（ｘ）在 ｘ０

处不连续．综上所述，ｆ（ｘ）在Ｕ０δ（ｘ０）内的任意无理数ｘ０处均不连续．

２　罗必塔法则

罗必塔法则是求解极限的重要方法，但在使用该法则时要注意适用的条件．

例３　设函数ｆ（ｘ）在ｘ０处的二阶导数ｆ″（ｘ０）存在，证明：

ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ｘ０＋ｈ）－ｆ（ｘ０－ｈ）－２ｆ（ｘ０）
ｈ２

＝ｆ″（ｘ０）

　　证明　由于ｆ″（ｘ０）存在，故ｆ（ｘ）在ｘ０的某个邻域内可导，从而ｆ（ｘ０＋ｈ），ｆ（ｘ０－ｈ）在 ｘ０的某个邻域内可
导、连续．于是

ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ｘ０＋ｈ）－ｆ（ｘ０－ｈ）－２ｆ（ｘ０）
ｈ２

＝ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ′（ｘ０＋ｈ）－ｆ′（ｘ０－ｈ）
２ｈ

＝

ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ′（ｘ０＋ｈ）－ｆ′（ｘ０）＋ｆ′（ｘ０）－ｆ′（ｘ０－ｈ）
２ｈ

＝

１
２
ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ′（ｘ０＋ｈ）－ｆ′（ｘ０）
ｈ

＋
ｆ′（ｘ０）－ｆ′（ｘ０－ｈ）

ｈ{ } ＝
１
２
ｆ″（ｘ０）＋ｆ″（ｘ０）{ }＝ｆ″（ｘ０）

　　有的学生给出如下证明方法：

ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ｘ０＋ｈ）－ｆ（ｘ０－ｈ）－２ｆ（ｘ０）
ｈ２

＝ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ′（ｘ０＋ｈ）－ｆ′（ｘ０－ｈ）
２ｈ

＝

ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ″（ｘ０＋ｈ）＋ｆ″（ｘ０－ｈ）
２

＝ｆ″（ｘ０）

　　事实上，这种方法是错误的．由于仅仅知道ｆ″（ｘ０）存在，却并不知道 ｆ″（ｘ）在 ｘ０处邻域内是否存在，以及
ｆ″（ｘ）在ｘ０处是否连续，故还不能断定ｌｉｍｈ→０ｆ″（ｘ０±ｈ）

＝ｆ″（ｘ０）．

另外，如果在使用罗必塔法则过程中出现“振荡型”不存在时，罗必塔法则就失效了．此时，需要改用其
他方法来确定所求极限的值．

例４　求极限ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ２ｃｏｓ
１
ｘ

ｓｉｎｘ
．

解　这是属于
０
０
型未定式，由于

ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ２ｃｏｓ
１
ｘ

ｓｉｎｘ
＝
０
０
ｌｉｍ
ｘ→０

２ｘｃｏｓ
１
ｘ
＋ｓｉｎ

１
ｘ

ｃｏｓｘ
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而后者的极限属于“振荡型”不存在，此时罗必塔法则失效．然而，这并不表明原极限不存在．事实上，正确的
解法应为

ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ２ｃｏｓ
１
ｘ

ｓｉｎｘ
＝
０
０
ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ
ｓｉｎｘ

·ｘｃｏｓ
１
ｘ
＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ
ｓｉｎｘ

·ｌｉｍ
ｘ→０
ｘｃｏｓ

１
ｘ
＝０

３　拐点与极值

如果（ｘ０，ｆ（ｘ０））是ｆ（ｘ）的一个拐点，则ｆ″（ｘ）在ｘ０的左右邻域内是异号的．而如果ｆ（ｘ０）是ｆ（ｘ）的一个

极值，则ｆ′（ｘ）在ｘ０的左右邻域内是异号的．表面上看，拐点与极值分别由不同阶的导数控制，似乎并无关联．
但在某些情况下，二者之间是存在一些联系的．

例５　设ｆ（ｘ）二阶可导，（ｘ０，ｆ（ｘ０））是ｆ（ｘ）的一个拐点，则以下说法正确的是（　　）．
Ａ在ｘ＝ｘ０处，ｆ′（ｘ）取得极值．
Ｂ在（ｘ０，ｆ（ｘ０））处，曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的切线不存在．
Ｃ在ｘ＝ｘ０处，ｆ（ｘ）取得极值．
Ｄ以上结论均不一定成立．
这道题的正确答案是Ａ．事实上，由ｆ（ｘ）二阶可导及（ｘ０，ｆ（ｘ０））是拐点，ｆ″（ｘ）在ｘ０的左右邻域内是异号

的．从而，对于函数ｆ′（ｘ）而言，其导数ｆ″（ｘ）在ｘ０的左右邻域内是异号的．由极值的第一判定定理可知，ｆ（ｘ０）
是ｆ′（ｘ）的极值．

４　由待证结论构造辅助函数

众所周知，中值定理是微积分中的重点与难点，文献［３，４］研究了中值定理“中间点”的若干问题．在应
用罗尔定理或拉格朗日定理证明中值等式时，经常会使用“由待证结论构造辅助函数”的方法，构造这类函

数的主要步骤是：

（１）将所要证明的等式进行移项，使其左端是ξ的函数，而右端是零或常数；
（２）将移项后等式中的ξ用ｘ代替，如果此时左端可以整理为某函数在点ｘ处的导数，则设此函数为辅

助函数Ｆ（ｘ），最后利用中值定理去证明．
例６　设ｆ（ｘ）在［０，１］上二阶可导，且 ｆ（０）＝ｆ（１）＝０，试证：至少存在一点 ξ∈（０，１），使得 ｆ″（ξ）＝

２ｆ′（ξ）／（１－ξ）．
分析：将要证的等式移项，并以 ｘ代替 ξ，得（１－ｘ）ｆ″（ｘ）－２ｆ′（ｘ）＝０．注意到（１－ｘ）ｆ″（ｘ）－２ｆ′（ｘ）＝

（１－ｘ）ｆ（ｘ）( )″，故必须使用两次罗尔定理．
证明　构造辅助函数Ｆ（ｘ）＝（１－ｘ）ｆ（ｘ），由ｆ（ｘ）二阶可导可知Ｆ（ｘ）在［０，１］上连续，在（０，１）内可导，

且由题设条件知Ｆ（０）＝Ｆ（１）＝０．于是由罗尔定理，至少存在一点η∈（０，１），使得 Ｆ′（η）＝０．同理，Ｆ′（ｘ）在
［１，η］上连续，在（１，η）内可导，且Ｆ′（η）＝Ｆ′（１）＝０．所以再次由罗尔定理，至少存在一点 ξ∈（１，η）（０，
１），使得Ｆ″（ξ）＝０，也即ｆ″（ξ）＝２ｆ′（ξ）／（１－ξ）成立．

例７　设ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，（ａ，ｂ）内可导且ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ）＝０，证明：对任意λ∈（－∞，＋∞），均存
在ξ∈（ａ，ｂ），使得ｆ′（ξ）＋λｆ′（ξ）＝０．

分析：很明显要想构造一个函数Ｆ（ｘ），使得Ｆ′（ξ）＝ｆ′（ξ）＋λｆ′（ξ）是不可能的，但是否可以在ｆ′（ξ）＋λｆ′
（ξ）＝０两边乘以一个非零因子，使得ｆ′（ξ）＋λｆ′（ξ）乘以这个非零因子成为某个函数Ｆ（ｘ）在ξ处的导数呢？
这一点是解决该问题的关键．
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证明　构造辅助函数Ｆ（ｘ）＝ｅλｘｆ（ｘ），则Ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，（ａ，ｂ）内可导且Ｆ（ａ）＝Ｆ（ｂ）＝０．于是由
罗尔定理，至少存在一点ξ∈（ａ，ｂ），使得Ｆ′（ξ）＝０．而Ｆ′（ｘ）＝ｅλｘｆ′（ｘ）＋λｅλｘｆ（ｘ），从而ｅλξｆ′（ξ）＋λｅλξｆ（ξ）＝
０，也即ｆ′（ξ）＋λｆ′（ξ）＝０．

５　初等函数的导函数并非一定是初等函数

初等函数的导数是初等函数吗？这个问题在教学中并未引起清晰的认识，在现有的部分教材中也予以

肯定的论述［５－７］．但实际上，该问题的回答是否定的，下文将举例说明．初等函数是基本初等函数经过有限次
四则运算与复合而得到的，分段函数一般不是初等函数，但如果其可以用一个解析式表达，则其应为初等函

数，如函数ｆ（ｘ）＝ ｘ槡
２．

例８　函数ｆ（ｘ）＝ｘ
１
５ｓｉｎｘ是初等函数，可以发现该函数在 ｘ＝０处有 ｆ′（０）＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０

＝ｌｉｍ
ｘ→０
ｘ
１
５

ｓｉｎｘ
ｘ
＝０，而在ｘ≠０处有ｆ′（ｘ）＝

１
５
ｓｉｎｘ·ｘ－

４
５ ＋ｘ

１
５ｃｏｓｘ．

于是ｆ（ｘ）的导数为

ｆ′（ｘ）＝
１
５
ｓｉｎｘ·ｘ－

４
５ ＋ｘ

１
５ｃｏｓｘ， ｘ≠０

０， ｘ＝０{
而它不是初等函数．
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