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　　摘　要：四翼混沌吸引子的系统信号具有较宽的频谱带宽，在保密通信领域中具有重要的应用价值，研
究四翼混沌吸引子的同步问题具有重要的意义；研究了一个新的分数阶四翼超混沌系统的控制与同步；基

于分数阶系统稳定性定理，设计了非线性控制器实现了系统的镇定；通过构造合适的非线性观测器作为响

应系统设计了一个系统同步方案，理论分析与数值模拟均验证了所得结果的准确性与有效性。
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分数阶微积分是整数阶微积分的扩展，它是指微分和积分为分数阶或任意阶，近几年来，分数阶系统被

广泛应用，受到很多学者的关注和研究，近期的专著主要强调分数阶微积分在信号处理、生物工程、扩散波

和电磁学的应用［１－６］。分数阶算子能够更准确的描述实际超混沌系统的动力学行为，且分数阶超混沌系统

的控制与同步在保密通信、系统控制及信息处理等其他领域比整数阶混沌系统具有更为突出的应用前景和

发展前途，因此分数阶超混沌系统的控制与同步研究已经引起了国内外研究人员的广泛关注。并且已经取

得了一定的成果，如文献［７］研究了一类新的分数阶超混沌系统的同步，文献［８］介绍了基于非线性控制的
分数阶超混沌Ｃｈｅｎ系统与新系统的自适应同步，文献［９］研究了分数阶四翼超混沌系统与分数阶 Ｃｈｅｎ系
统的异结构同步，文献［１０］研究了带有未知参数的分数阶超混沌 Ｌｏｒｅｎｚ系统的自适应追踪控制与同步。

１　预备知识

分数阶微积分（ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＣａｌｃｕｌｕｓ）是研究任意阶微分与积分的理论，是普通的整数阶微积分向非整数
阶的推广。关于分数阶微积分的定义和数值算法有很多不同的形式，采用应用最为广泛的Ｃａｐｕｔｏ定义。

定义１［１］　函数ｆ（ｔ）的阶数为α的Ｃａｐｕｔｏ导数定义为
ｄαｆ（ｔ）
ｄｔα

＝Ｊｎ－α
ｄｎｆ（ｔ）
ｄｔｎ

（１）

　　式（１）中，ｎ－１≤α＜ｎ，Ｊβ是β（β＞０）阶ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ积分算子，定义如下：

Ｊβ（ｔ）＝
１
Γ（β）∫

ｔ

０

（τ）
（ｔ－τ）ｔ－β

ｄτ （２）

　　使用Ｃａｐｕｔｏ定义的分数阶微分，对于初始值ｆ（０），ｆ′（０），…，ｆ（ｎ－１）（０），它们具有各自的含义，这些初始
值涉及整数阶定义，具有清楚的物理含义并且容易测量和获得，正因如此才使得 Ｃａｐｕｔｏ定义的分数阶微分
得到了最广泛的应用。



引理１［５］　考虑分数阶线性系统 Ｄαｘ＝Ａｘ，其中ｘ∈Ｒｎ，Ａ∈Ｒｎ×ｎα∈（０，１］，那么系统Ｄαｘ＝Ａｘ是渐近稳

定的，如果矩阵Ａ的任意特征值λ有 ａｒｇ（λ） ＞
ａπ
２
成立；系统Ｄαｘ＝Ａｘ是稳定的，如果矩阵Ａ的任意特征

值λ有 ａｒｇ（λ）
ａπ
２
成立。

２　分数阶四翼超混沌系统

２．１　分数阶超混沌系统动力学特性分析

研究一个新的分数阶四翼超混沌系统［１１］，其数学表达式如下：

ｄｑｘ
ｄｔ
＝ａｘ－ｙｚ＋ｗ

ｄｑｙ
ｄｔ
＝ｘｚ－ｂｙ

ｄｑｚ
ｄｔ
＝ｘｙ－ｃｚ＋ｘｗ

ｄｑｗ
ｄｔ
＝－ｙ

















（３）

　　其中０＜ｑ≤１，ａ，ｂ，ｃ均为未知参数。若取ａ＝８，ｂ＝４０，ｃ＝１４．９，则上述分数阶四翼超混沌系统变为如下
形式：

ｄｑｘ
ｄｔ
＝８ｘ－ｙｚ＋ｗ

ｄｑｙ
ｄｔ
＝ｘｚ－４０ｙ

ｄｑｚ
ｄｔ
＝ｘｙ－１４．９ｚ＋ｘｗ

ｄｑｗ
ｄｔ
＝－ｙ

















（４）

　　利用分数阶微积分数值算法，研究了分数阶超混沌系统式（４）的动力学行为，微分阶数ｑ取合适的值时，系
统式（４）将表现出混沌现象。当ｑ＝０．９８时，分数阶超混沌系统式（４）的典型超混沌吸引子如图１所示。

２．２　分数阶超混沌系统的平衡点及其稳定性分析

令

８ｘ－ｙｚ＋ｗ＝０
ｘｚ－４０ｙ＝０
ｘｙ－１４．９ｚ＋ｘｗ＝０
－ｙ＝０











（５）

　　求解方程组式（５），易知点Ｅ（０，０，０，０）是系统式（４）的唯一的平衡点。系统式（５）在 Ｅ（０，０，０，０）处的
Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

Ｊ＝

８ －ｚ －ｙ １
ｚ －４０ ｘ ０

ｙ＋ｗ ｘ －１４．９ ｘ
０ －１ ０ ０















＝

８ ０ ０ １
０ －４０ ０ ０
０ ０ －１４．９ ０
０ －１ ０ ０















（６）
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图１　分数阶超混沌系统式（４）的混沌吸引子

那么系统在平衡点Ｅ（０，０，０，０）处的特征方程为
Ｆ（λ）＝λ（λ－８）（λ＋４０）（λ＋１４．９）＝０ （７）

　　易知式（７）的特征根为λ１＝０，λ２＝８，λ３＝－４０，λ４＝－１４．９，由于存在λ２＝８＞０，由分数阶系统的稳定性理

论可知平衡点Ｅ（０，０，０，０）是不稳定的。下面将对不稳定平衡点Ｅ进行超混沌控制，使之镇定。

２．３　分数阶四翼超混沌系统的控制

采取非线性反馈控制法将系统式（４）的超混沌运动镇定到不稳定平衡点Ｅ（０，０，０，０）。设 ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４

为反馈外部输入控制，它们可以使系统式（５）镇定到不稳定平衡点 Ｅ（０，０，０，０），其中 ｕ１＝－ｋ１ｘ＋ｙｚ，ｕ２＝

－ｋ２ｙ－ｘｚ，ｕ３＝－ｋ３ｚ－ｘｙ－ｘｗ，ｕ４＝－ｋ４ｗ，ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４是反馈增益。系统式（４）的受控形式为

ｄｑｘ
ｄｔ
＝８ｘ－ｙｚ＋ｗ＋ｕ１

ｄｑｙ
ｄｔ
＝ｘｚ－４０ｙ＋ｕ２

ｄｑｚ
ｄｔ
＝ｘｙ－１４．９ｚ＋ｘｗ＋ｕ３

ｄｑｗ
ｄｔ
＝－ｙ＋ｕ４

















（８）
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　　将ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４具体表达式代入式（８）时受控系统变为

ｄｑｘ
ｄｔ
＝（８－ｋ１）ｘ＋ｗ

ｄｑｙ
ｄｔ
＝（－４０＋ｋ２）ｙ

ｄｑｚ
ｄｔ
＝（－１４．９＋ｋ３）ｚ

ｄｑｗ
ｄｔ
＝－ｙ－ｋ４ｗ

















（９）

　　将受控系统式（９）写成矩阵的形式如下：
ｄｑｘ
ｄｔ

ｄｑｙ
ｄｔ

ｄｑｚ
ｄｔ

ｄｑｗ
ｄｔ



























＝

８－ｋ１ ０ ０ １

０ －４０＋ｋ２ ０ ０

０ ０ －１４．９＋ｋ３ ０

０ －１ ０ －ｋ４















ｘ
ｙ
ｚ
ｗ















＝Ａ

ｘ
ｙ
ｚ
ｗ















（１０）

　　由分数阶线性系统的稳定性理论可知，当 ａｒｇ（ｓｐｅｃ（Ａ））＞０．５ｑπ时，有ｌｉｍ
ｔ→∞
ｘ（ｔ）＝０，ｌｉｍ

ｔ→∞
ｙ（ｔ）＝０，

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｚ（ｔ）＝０，ｌｉｍ

ｔ→∞
ｗ（ｔ）＝０，则受控系统式（１０）渐近稳定到Ｅ（０，０，０，０）。

取（λ１（Ａ），λ２（Ａ），λ３（Ａ），λ４（Ａ））＝（－５，－７，－４，－１）即可满足上述条件，使得系统镇定到 Ｅ点。利用
极点配置技术，可求得ｋ１＝５，ｋ２＝３３，ｋ３＝１０．９，ｋ４＝１，则受控系统式（１０）变为

ｄｑｘ
ｄｔ

ｄｑｙ
ｄｔ

ｄｑｚ
ｄｔ

ｄｑｗ
ｄｔ



























＝

－５ ０ ０ １
０ －７ ０ ０
０ ０ －４ ０
０ －１ ０ －１















ｘ
ｙ
ｚ
ｗ















（１１）

　　根据预估－校正算法进行数值仿真，在这里选取ｑ＝０．９８，初始值 ｘ（０），ｙ（０），ｚ（０），ｗ（０）( )＝（１．２３，０．８９，
２．３７，０．４４），仿真结果如图２所示，从图２知，不稳定平衡点Ｅ（０，０，０，０）得到了有效地控制。

３　分数阶四翼超混沌系统的同步

采用基于非线性状态观测器法对所提出的分数阶四翼超混沌系统进行混沌同步。考虑如下分数阶超

混沌驱动系统：

ｄｑｘ
ｄｔｑ
＝Ａｘ＋Ｂｆ（ｘ）＋Ｃ （１２）

　　其中０＜ｑ≤１，Ａ∈Ｒｎ×ｎ，Ｂ∈Ｒｎ×ｎ，Ｃ∈Ｒｎ，ｆ（ｘ）：Ｒｎ→Ｒｎ是非线性映射，Ａｘ为线性部分，Ｂｆ（ｘ）为非线性部
分，Ｃ为常数矩阵。

假定系统式（１２）的输出由下式确定：
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图２　利用非线性反馈法系统式（１１）的时间响应曲线

ｓ（ｘ）＝Ｋｘ＋Ｃ （１３）
式（１３）中Ｋ∈Ｒｎ×ｎ为反馈增益矩阵。分数阶非线性状态观测器（即响应系统）设计为

ｄｑｙ
ｄｔｑ
＝Ａｙ＋Ｂｆ（ｙ）＋Ｃ－（ｓ（ｙ）－ｓ（ｘ）） （１４）

　　设分数阶驱动系统式（１２）和分数阶响应系统式（１４）的同步误差为 ｅ＝ｙ－ｘ，根据分数阶微分的性质，可
得误差系统为

ｄｑｅ
ｄｔｑ
＝ｄ

ｑｙ
ｄｔｑ
－ｄ

ｑｘ
ｄｔｑ
＝Ａｅ－（Ｋｙ＋Ｃ－Ｋｘ－Ｃ）＝（Ａ－Ｋ）ｅ （１５）

式（１５）中（Ａ－Ｋ）时为不变矩阵。由分数阶线性系统的稳定性理论知，当 ａｒｇ（ｓｐｅｃ（Ａ－Ｋ））＞０．５ｑπ时，有
ｌｉｍ
ｔ→∞
ｅ（ｔ）＝０，即分数阶驱动系统式（１２）和分数阶响应系统式（１４）达到同步。根据控制理论中的极点配置技

术，选取适当的反馈增益矩阵Ｋ，可以使得 ａｒｇ（ｓｐｅｃ（Ａ－Ｋ））＞０．５ｑπ，从而实现两个分数阶系统的混沌同步。
所研究的分数阶超混沌系统可以写成如下矩阵形式：

ｄｑｘ１
ｄｔ

ｄｑｙ１
ｄｔ

ｄｑｚ１
ｄｔ

ｄｑｗ１
ｄｔ



























＝

８ ０ ０ １
０ －４０ ０ ０
０ ０ －１４．９ ０
０ －１ ０ ０















ｘ１
ｙ１
ｚ１
ｗ１















＋

０ ０ ０ －１
０ １ ０ ０
１ ０ １ ０
０ ０ ０ ０















ｘ１ｙ１
ｘ１ｚ１
ｘ１ｗ１
ｙ１ｚ１















（１６）

　　矩阵Ａ，Ｂ，Ｃ分别为

Ａ＝

８ ０ ０ １
０ －４０ ０ ０
０ ０ －１４．９ ０
０ －１ ０ ０















，Ｂ＝

０ ０ ０ －１
０ １ ０ ０
１ ０ １ ０
０ ０ ０ ０















，Ｃ＝０ （１７）
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　　若选取输出ｓ（ｘ）＝Ｋｘ＋Ｃ，则响应系统为
ｄｑｘ２
ｄｔ
ｄｑｙ２
ｄｔ
ｄｑｚ２
ｄｔ
ｄｑｗ２
ｄｔ



























＝

８ ０ ０ １
０ －４０ ０ ０
０ ０ －１４．９ ０
０ －１ ０ ０















ｘ２
ｙ２
ｚ２
ｗ２















＋

０ ０ ０ －１
０ １ ０ ０
１ ０ １ ０
０ ０ ０ ０















ｘ２ｙ２
ｘ２ｚ２
ｘ２ｗ２
ｙ２ｚ２















－Ｋ

ｘ２－ｘ１
ｙ２－ｙ１
ｚ２－ｚ１
ｗ２－ｗ１















（１８）

　　由于矩阵Ａ，Ｋ可控，取（λ１（Ａ－Ｋ），λ２（Ａ－Ｋ），λ３（Ａ－Ｋ），λ４（Ａ－Ｋ））＝（－１０，－８，－３，－７），可满足条件
ａｒｇ（ｓｐｅｃ（Ａ－Ｋ））＞０．５ｑπ，利用极点配置技术，可求得反馈增益矩阵Ｋ为

Ｋ＝

１８ ０ ０ １
０ ３２ ０ ０
０ ０ １１．９ ０
０ －１ ０ ７















　　根据式（１６）、（１８）及反馈增益矩阵Ｋ，可以得出误差系统为
ｄｑｅ１
ｄｔ
ｄｑｅ２
ｄｔ
ｄｑｅ３
ｄｔ
ｄｑｅ４
ｄｔ



























＝

－１０ ０ ０ ０
０ －８ ０ ０
０ ０ －３ ０
０ ０ ０ －７















ｅ１
ｅ２
ｅ３
ｅ４















（１９）

　　采用预估—校正算法，选取驱动系统式（１６）和响应系统式（１８）的初始值（ｘ１（０），ｙ１（０），ｚ１（０），ｗ１（０））＝
（４，－３，７，３），（ｘ２（０），ｙ２（０），ｚ２（０），ｗ２（０））＝（３，－４，５，６），则误差系统式（１９）的初始值（ｅ１（０），ｅ２（０），ｅ３
（０），ｅ４（０））＝（１，１，２，－３），其误差分数阶超混沌系统的时间响应曲线如图３所示。

图３　误差系统式（１９）的时间响应曲线
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４　结　论

基于分数阶微分系统稳定性定理，研究了一个新的分数阶四翼超混沌系统的同步与控制；利用非线性

反馈法实现了此分数阶超混沌系统的混沌控制，然后再利用非线性状态观测器法实现了混沌系统的混沌同

步；严格的数学理论推导与数值仿真均验证了理论结果的有效性。
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