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　　摘　要：广义结式矩阵核的维数对于研究结式矩阵有重要的意义，因此文章利用广义结式矩阵与多项
式之间的关系，给出并证明了多项式的广义结式矩阵核的维数．
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结式矩阵的研究开始于１９世纪中期，因其在线性系统、稳定性理论、控制性理论等问题中都起着重要作
用，因此备受关注．文献［１］讨论了经典的Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ结式矩阵与Ｂｅｚｏｕｔ矩阵的关系，并给出了经典的Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ
结式矩阵的算子表示；文献［２］讨论了两个多项式的最大公因式与 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ结式矩阵的联系，给出了两个多
项式的最大公因式的次数与Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ结式矩阵秩之间的等式关系．此处在文献［２］的基础上讨论广义结式矩
阵与多项式之间的关系，给出并证明了两个多项式的广义结式矩阵核维数．
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是一个反转矩阵，则有ＸＪ＝ＪｎＸ．

设ａ（λ）＝ ｌ
ｉ＝０ａｉλ

ｉ，ａｌ≠０，ｂ（λ）＝ ｍ
ｉ＝０ｂｉλ

ｉ，ｂｍ≠０则关于ａ（λ），ｂλ( )的经典Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ结式矩阵为
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很显然，两个多项式的经典Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ结式矩阵是（ｍ＋ｎ）×（ｍ＋ｎ）的方阵．
令Ｕ（ｔ）∈Ｆｎ＋１［ｔ］，Ｖ（ｔ）∈Ｆｍ＋１［ｔ］，设Ｗ（ｔ）为Ｕ（ｔ），Ｖ（ｔ）的最大公因式，即Ｗ（ｔ）＝ｇｃｄ（Ｕ（ｔ），Ｖ（ｔ）），

设υ∞＝ｍｉｎ｛ｎ－ｄｅｇＵ（ｔ），ｍ－ｄｅｇＶ（ｔ）｝，υ＝ｄｅｇＷ（ｔ）＋υ∞，由于 Ｗ（ｔ）为 Ｕ（ｔ），Ｖ（ｔ）公因式，所以存在 Ｕ０（ｔ），
Ｖ０（ｔ），使得Ｕ（ｔ）＝Ｗ（ｔ）Ｕ０（ｔ），Ｖ（ｔ）＝Ｗ（ｔ）Ｖ０（ｔ），且 Ｕ０（ｔ），Ｖ０（ｔ）是互素的．事实上，ｄｅｇＵ０（ｔ）＝ｄｅｇＵ（ｔ）－
ｄｅｇＷ（ｔ）≤ｎ－υ∞－ｄｅｇＷ（ｔ）＝ｎ－（υ－ｄｅｇＷ（ｔ））－ｄｅｇＷ（ｔ）＝ｎ－υ，当υ∞＝ｎ－ｄｅｇＵ（ｔ）时取等号；同理，ｄｅｇＶ０（ｔ）≤



ｍ－υ，当υ∞＝ｎ－ｄｅｇＶ（ｔ）取等号．所以Ｕ０（ｔ）∈Ｆ
ｎ＋１－υ［ｔ］，Ｖ０（ｔ）∈Ｆ

ｍ＋１－υ［ｔ］，并且ｄｅｇＵ０（ｔ）＝ｎ－υ，ｄｅｇＶ０（ｔ）＝ｍ－υ
中至少有一个等式成立．特别地，当Ｆ是一个代数闭域，设多项式Ｗ（ｔ）的根为ｔ０，ｔ１，…，ｔｋ，其重数为υ０，υ１，…，

υｋ，则（ｔ－ｔｉ）υｉ为Ｕ（ｔ），Ｖ（ｔ）的公因子，所以ｄｅｇＷ（ｔ）＝ ｋ
ｉ＝０υｉ，故υ＝ ｋ

ｉ＝０υｉ＋υ∞．

定义１　设Ｆ为代数闭域，令Ｕ∈Ｆｎ＋１，Ｖ∈Ｆｍ＋１，ｐ≤ｍｉｎ｛ｍ，ｎ｝，假设ｍ，ｎ≥０，则广义结式矩阵定义为
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特别地，当ｐ＝０时，Ｒｅｓｐ（Ｕ，Ｖ）称为经典的Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ结式矩阵．
引理１［２］　Ｗ为一个向量，Ｆｎ为一个向量空间，设Ｘ∈Ｆｍ，Ｗ＝（ｗｉ）
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则（Ｄｍ，ｍ＋ｎ（Ｗ）
ＴＸ）（ｔ）＝Ｗ（ｔ）Ｘ（ｔ）．

引理２　令ｑ∈Ｆｍ＋ｎ，ｗ∈Ｆｎ＋１，ｐ∈Ｆｍ，那么Ｄｍ，ｎ＋ｍ（ｗ）ｑ
Ｊ＝ｐＪ，当且仅当存在 ｐ１，ｐ２∈Ｆ

ｎ使得 ｗ（ｔ）ｑ（ｔ）＝

ｐ１（ｔ）＋ｐ（ｔ）ｔ
ｎ＋ｔｍ＋ｎｐ２（ｔ）成立．

证明　由矩阵的运算有等式（１）成立：
Ｄｍ，ｎ＋ｍ（ｗ）＝［０ Ｉｍ ０］Ｄｍ＋ｎ，ｍ＋２ｎ（ｗ

Ｊ）Ｔ＝［０ Ｊｍ ０］Ｄｍ＋ｎ，ｍ＋２ｎ（ｗ）
ＴＪｍ＋ｎ （１）

则

Ｄｍ，ｎ＋ｍ（ｗ）ｑ
Ｊ＝［０ Ｊｍ ０］Ｄｍ＋ｎ，ｍ＋２ｎ（ｗ

Ｔ）Ｊｍ＋ｎｑ
Ｊ＝［０ Ｊｍ ０］Ｄｍ＋ｎ，ｍ＋２ｎ（ｗ）

Ｔｑ＝ｐＪ （２）
　　将式（２）最后一个等式两边同乘以Ｊｍ，即

Ｊｍ［０ Ｊｍ ０］Ｄｍ＋ｎ，ｍ＋２ｎ（ｗ）
Ｔｑ＝Ｊｍｐ

Ｊ［０ Ｊｍ ０］Ｄｍ＋ｎ，ｍ＋２ｎ（ｗ）
Ｊｑ＝ｐ

故存在ｐ１，ｐ２∈Ｆ
ｎ，使得Ｄｍ，ｎ＋ｍ（ｗ）
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ｐ１
ｐ
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，又因为ｑ∈Ｆｍ＋ｎ，所以由引理１，有

ｗ（ｔ）ｑ（ｔ）＝（Ｄｍ，ｎ＋ｍ（ｗ）
Ｊｑ）（ｔ）＝

ｐ１
ｐ
ｐ２











（ｔ）＝ｐ１（ｔ）＋ｐ（ｔ）ｔ
ｎ＋ｔｍ＋ｎｐ２（ｔ）

　　定理１　令Ｕ∈Ｆｎ
＋１
，Ｖ∈Ｆｍ＋１，ｗ∈Ｆυ＋１，其中Ｗ（ｔ）为Ｕ（ｔ），Ｖ（ｔ）最大公因式，且有

ｕ（ｔ）
ｕ０（ｔ）

＝ｖ（ｔ）
ｖ０（ｔ）

＝ｗ（ｔ），

则ｋｅｒＤｎ＋ｍ－ｐ－υ，ｎ＋ｍ－ｐ（ｗ）ｋｅｒＲｅｓ
ｐ（Ｕ，Ｖ）．

证明　取ｑＪ∈ｋｅｒＤｎ＋ｍ－ｐ－υ，ｎ＋ｍ－ｐ（ｗ），则ｑ∈Ｆ
ｎ＋ｍ－ｐ，由引理２，存在ｐ１，ｐ２∈Ｆυ使得

ｗ（ｔ）ｑ（ｔ）＝ｐ１（ｔ）＋ｔ
ｍ＋ｎ－ｐｐ２（ｔ） （３）

式（３）两边分别乘以Ｕ０（ｔ），Ｖ０（ｔ）得
ｕ（ｔ）ｑ（ｔ）＝ｕ０（ｔ）ｐ１（ｔ）＋ｔ

ｎ＋ｍ－ｐｕ０（ｔ）ｐ２（ｔ），ｖ（ｔ）ｑ（ｔ）＝ｖ０（ｔ）ｐ１（ｔ）＋ｔ
ｎ＋ｍ－ｐｖ０（ｔ）ｐ２（ｔ）
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由于ｄｅｇＵ０（ｔ）≤ｎ－υ，ｄｅｇＶ０（ｔ）≤ｍ－υ，由引理２得
ｑＪ∈ｋｅｒＤｍ－ｐ，ｎ＋ｍ－ｐ（ｕ），ｑ

Ｊ∈ｋｅｒＤｎ－ｐ，ｎ＋ｍ－ｐ（ｖ）

故ｑＪ∈ｋｅｒ
Ｄｍ－ｐ，ｍ＋ｎ－ｐ（Ｕ）
Ｄｎ－ｐ，ｍ＋ｎ－ｐ（Ｖ）[ ]＝ｋｅｒＲｅｓｐ（Ｕ，Ｖ），即有

１Ｄｎ＋ｍ－ｐ－υ，ｎ＋ｍ－ｐ（ｗ）ｋｅｒＲｅｓ
ｐ（Ｕ，Ｖ）

　　定理２　设Ｒｅｓｐ Ｕ，Ｖ( )是给定多项式Ｕ（ｔ），Ｖ（ｔ）的广义结式矩阵，则
（ｉ）ｄｉｍｋｅｒ（Ｒｅｓｐ（Ｕ，Ｖ））Ｔ＝ｍａｘ｛０，υ－ｐ｝；
（ｉｉ）ｄｉｍｋｅｒＲｅｓｐ（Ｕ，Ｖ）＝ｍａｘ｛υ，ｐ｝．
证明
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ｙ１

…
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（ｔ）＝０ （４）

　　由引理１，式（４）转化成
Ｕ（ｔ）Ｘ（ｔ）＋Ｖ（ｔ）Ｙ（ｔ）＝０，Ｘ（ｔ）∈Ｆｍ－ｐ［ｔ］，Ｙ（ｔ）∈Ｆｎ－ｐ［ｔ］ （５）

则

Ｗ（ｔ）（Ｕ０（ｔ）Ｘ（ｔ）＋Ｖ０（ｔ）Ｙ（ｔ））＝０（Ｕ０（ｔ）Ｘ（ｔ）＋Ｖ０（ｔ）Ｙ（ｔ）＝０Ｕ０（ｔ）Ｘ（ｔ）＝－Ｖ０（ｔ）Ｙ（ｔ） （６）
因为Ｕ０（ｔ）｜Ｕ０（ｔ）Ｘ（ｔ），所以Ｕ０（ｔ）｜－Ｖ０（ｔ）Ｙ（ｔ），因为ｕ０ ｔ( )与Ｖ０ ｔ( )互素，所以Ｕ０（ｔ）｜Ｙ（ｔ）．设Ｙ（ｔ）＝Ｕ０（ｔ）
Ｐ（ｔ），由于Ｕ０（ｔ）∈Ｆ

ｎ－υ＋１［ｔ］，Ｙ（ｔ）∈Ｆｎ－ｐ［ｔ］，所以

１）当υ＞ｐ时，ｄｅｇＵ０（ｔ）＞ｄｅｇＹ（ｔ），所以 Ｙ（ｔ）＝０，由式（６）有 Ｘ（ｔ）＝０，即
Ｘ
Ｙ[ ] ＝０，从而 ｄｉｍｋｅｒ（Ｒｅｓｐ

（Ｕ，Ｖ））Ｔ＝０；
２）当υ＜ｐ时，Ｐ（ｔ）∈Ｆυ－ｐ，令Ｐ（ｔ）分别取１，ｔ，ｔ２，…，ｔυ－ｐ－１，对应得到Ｙ的一组向量

ｕ′０
ｕ′１

…

ｕ′ｎ－υ
０

…

０























，

０
ｕ′０

…

ｕ′ｎ－υ
０

…

０
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υ－ｐ

　　（其中Ｕ０（ｔ）是

ｕ′０
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…

ｕ′ｎ－υ















生成的多项式） （７）

　　显然这υ－ｐ个向量是线性无关的．由式（６）可知，当Ｙ（ｔ）取定后，Ｘ（ｔ）也相应地确定了，随之
Ｘ
Ｙ[ ]也相应

确定．故当Ｙ取定式（７）这样一组向量后，
Ｘ
Ｙ[ ]有对应υ－ｐ个线性无关的向量，所以ｄｉｍｋｅｒ（Ｒｅｓｐ（Ｕ，Ｖ））Ｔ＝υ－

ｐ．所以由１），２）可知，ｄｉｍｋｅｒ（Ｒｅｓｐ（Ｕ，Ｖ））Ｔ＝ｍａｘ｛０，υ－ｐ｝．
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（ｉｉ） （Ｒｅｓｐ（Ｕ，Ｖ）Ｘ）（ｔ）＝
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… … …

０ ｕ０ ｕ１ … ｕｎ
ｖ０ ｖ１ … ｖｍ ０
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（ｔ）＝０ （３）

１）当υ≥ｐ时，由（ｉ）可知ｄｉｍｋｅｒ（Ｒｅｓｐ（Ｕ，Ｖ））Ｔ＝υ－ｐ，所以
ｒａｎｋＲｅｓｐ（Ｕ，Ｖ）Ｔ＝ｍ＋ｎ－２ｐ－（υ－ｐ）＝ｍ＋ｎ－ｐ－υ

ｄｉｍｋｅｒＲｅｓｐ（Ｕ，Ｖ）＝ｍ＋ｎ－ｐ－ｒａｎｋＲｅｓｐ（Ｕ，Ｖ）＝ｍ＋ｎ－ｐ－ｒａｎｋ（Ｒｅｓｐ（Ｕ，Ｖ））Ｔ＝υ
２）当υ＜ｐ时，由（ｉ）知，ｄｉｍｋｅｒ（Ｒｅｓｐ（Ｕ，Ｖ））Ｔ＝０，则

ｒａｎｋ（Ｒｅｓｐ（Ｕ，Ｖ））Ｔ＝ｍ＋ｎ－２ｐ
ｄｉｍｋｅｒＲｅｓｐ（Ｕ，Ｖ）＝ｍ＋ｎ－ｐ－ｒａｎｋＲｅｓｐ（Ｕ，Ｖ）＝ｍ＋ｎ－ｐ－ｒａｎｋ（Ｒｅｓｐ（Ｕ，Ｖ））Ｔ＝ｐ

综合（ｉｉ）的１），２），知ｄｉｍｋｅｒＲｅｓｐ（Ｕ，Ｖ）＝ｍａｘ｛υ，ｐ｝．
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Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓｏｆｔｈｅｋｅｒｎｅｌｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｒｅｓｕｌｔａｎｔｍａｔｒｉｘａｒｅｉｍｐｏｒｔａｎｔｔｏｓｔｕｄｙｔｈｅｒｅｓｕｌｔａｎｔ
ｍａｔｒｉｘ，ａｓａｒｅｓｕｌｔ，ｔｈｉｓｐａｐｅｒｇｉｖｅｓａｎｄｐｒｏｖｅｓｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓｏｆｔｈｅｋｅｒｎｅｌｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｒｅｓｕｌｔａｎｔｍａｔｒｉｘｏｆ
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｒｅｓｕｌｔａｎｔｍａｔｒｉｘａｎｄｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ；ｒｅｓｕｌｔａｎｔｍａｔｒｉｘ；ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ
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