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０　引　言

自ＪａｃｋＨａｌｅ的工作［１］发表后，关于泛函微分方程解的研究已有许多工作．形如
ｘ′（ｔ）＝Ｈ（ｘ（０）（ｔ），ｘ（１）（ｔ），…，ｘ（ｍ）（ｔ））

的迭代泛函微分方程，被许多人讨论过，这里ｘ（０）（ｔ）＝ｔ，ｘ（１）（ｔ）＝ｘ（ｔ），…，ｘ（ｋ）（ｔ）＝ｘ（ｘ（ｋ－１）（ｔ）），ｋ＝２，…，ｍ．
确切地说，Ｅｄｅｒ［２］考虑了泛函微分方程ｘ′（ｔ）＝ｘ（２）（ｔ），证明了该方程的每一个解或者恒为零或者严格单调．
在文献［３，４］中，Ｆｅｃｋａｎ与王克在不同条件下研究了方程

ｘ′（ｔ）＝ｆ（ｘ（２）（ｔ）） （１）
此外，Ｓｔａｎｅｋ［５］考虑了方程 ｘ′（ｔ）＝ｘ（ｔ）＋ｘ（２）（ｔ），得到了与文献［１］类似的结果．最近，司建国与其合作

者［６，７］讨论了方程ｘ′（ｔ）＝ｘ（ｍ）（ｔ），ｘ′（ｔ）＝
１

ｘ（ｍ）（ｔ）
和

ｘ′（ｔ）＝
１

ｃ０ｘ
（０）（ｔ）＋ｃ１ｘ（ｔ）＋… ＋ｃｍｘ

（ｍ）（ｔ）
（２）

给出了解析解存在性的充分条件．特别是在文献［８］和［９］中，作者利用不动点定理，研究了方程 ｘ′（ｔ）＝


ｍ

ｊ＝１
ａｊｘ

（ｊ）（ｔ）＋Ｆ（ｔ），ｘ′（ｔ）＝
ｍ

ｊ＝１
ａｊ（ｔ）ｘ

（ｊ）（ｔ）＋Ｆ（ｔ）光滑解的存在性、唯一性及稳定性问题．在文献［１０，１１］

中，赵侯宇分别讨论了式（２）及一类推广的迭代泛函微分方程ｘ′（ｔ）＝ｆ（ｃ０ｔ＋ｃ１ｘ（ｔ）＋… ＋ｃｍｘ
（ｍ）（ｔ））的光

滑解的存在性．
此处利用不动点定理考虑一类更为广泛的迭代泛函微分方程

ｘ′（ｔ）＝
ｆ（ｔ）

ｃ０ｔ＋ｃ１ｘ（ｔ）＋… ＋ｃｍｘ
（ｍ）（ｔ）

（３）

光滑解的存在性．显然，当ｆ（ｔ）＝１时，式（２）是式（３）的特殊形式．那么，对于式（２）的光滑解的研究便可以看
成是此处结论的特殊形式．



可以证明方程（３）的局部光滑解的存在性连续依赖于光滑函数ｆ（ｔ）．类似于文献［７１１］，先给出一些概念
和记号．光滑函数是指一个函数有多次的连续导数且最高次的导数满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件．若ｘ′，…，ｘ（ｎ）在区间Ｉ是
连续的，记ｘ∈Ｃｎ（Ｉ，Ｒ）．如果ｘ∈Ｃｎ（Ｉ，Ｒ）且映闭区间 Ｉ到 Ｉ，记 ｘ∈Ｃｎ（Ｉ，Ｉ）．显然 Ｃｎ（Ｉ，Ｒ）以范数 ‖ｘ‖ｎ＝


ｎ

ｋ＝０
‖ｘ（ｋ）‖，‖ｘ‖ ＝ｍａｘ

ｔ∈Ｉ
｛｜ｘ（ｔ）｜｝构成Ｂａｎａｃｈ空间．对给定的常数Ｍｉ＞０（ｉ＝１，２，…，ｎ＋１），记

Ω（Ｍ１，…，Ｍｎ＋１；Ｉ）＝｛ｘ∈Ｃ
ｎ（Ｉ，Ｉ）：｜ｘ（ｉ）（ｔ）｜≤Ｍｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ

｜ｘ（ｎ）（ｔ１）－ｘ
（ｎ）（ｔ２）｜≤Ｍｎ＋１｜ｔ１－ｔ２｜，ｔ，ｔ１，ｔ２∈Ｉ｝

　　为了便于书写，记
ｘｉｊ（ｔ）＝ｘ

（ｉ）（ｘ（ｊ）（ｔ）），　ｘｊｋ（ｔ）＝（ｘ
（ｊ）（ｔ））（ｋ）

其中ｉ，ｊ，ｋ是非负整数．为了寻找式（２）在Ｃｎ（Ｉ，Ｉ）中的解ｘ（ｔ），使得ｘ（ξ）＝ξ，自然会想到在区间［ξ－δ，ξ＋δ］
中考虑，其中δ＞０．定义

Ψ（ξ；η０，…，ηｎ－１；Ｎ１，…，Ｎｎ；Ｉ）＝｛ｆ∈Ω（Ｎ１，…，Ｎｎ；Ｉ）：ｆ
（ｉ）（ξ）＝ηｉ，ｉ＝０，１，…，ｎ－１｝

Ｘ（ξ；ξ０，…，ξｎ；１，Ｍ２，…，Ｍｎ＋１；Ｉ）＝｛ｘ∈Ω（１，Ｍ２，…，Ｍｎ＋１；Ｉ）：ｘ（ξ）＝ξ０，ｘ
（ｉ）（ξ）＝ξｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ｝

其中 ξ０＝ξ．
由数学归纳法，对ｋ＝０，１，…，ｎ，可以证明

ｘｊｋ（ｔ）＝Ｐｊｋ（ｘ１０（ｔ），…，ｘ１，ｊ－１（ｔ）；…；ｘｋ０（ｔ），…，ｘｋ，ｊ－１（ｔ）） （４）

βｊｋ（ｔ）＝Ｐｊｋ（ｘ′（ξ），…，ｘ′（ξ）

     

ｊ

；…；ｘ（ｋ）（ξ），…，ｘ（ｋ）（ξ）

       

ｊ

） （５）

Ｈｊｋ（ｔ）＝Ｐｊｋ（１，…，１

}ｊ

；Ｍ２，…Ｍ２

}ｊ

；…；Ｍｋ，…Ｍｋ
}ｊ

） （６）
其中Ｐｊｋ是系数为非负数的唯一多项式，式（４）－（６）的证明可在文献［８］中找到，Ｉ是Ｒ上的闭区间．

１　主要定理

这一部分，证明方程（３）光滑解的存在性定理，需要用到下面的事实：对ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）∈Ｘ，有
｜ｘ（ｊ）（ｔ１）－ｘ

（ｊ）（ｔ２）｜≤｜ｔ１－ｔ２｜，ｔ１，ｔ２∈Ｉ，ｊ＝０，１，…，ｍ （７）
‖ｘ（ｊ）－ｙ（ｊ）‖≤ｊ‖ｘ－ｙ‖，ｊ＝１，２，…，ｍ （８）

‖ｘ－ｙ‖≤δｎ‖ｘ（ｎ）－ｙ（ｎ）‖ （９）
不等式（７）（９）的证明可在文献［９］中找到．

定理１　设Ｉ＝［ξ－δ，ξ＋δ］，这里ξ，δ满足

｜ｃ０｜－
ｍ

ｉ＝０
｜ｃｉ｜≥１，ξ≥０，０＜δ≤

（｜ｃ０｜－
ｍ

ｉ＝１
ｃｉ）－１

（｜ｃ０｜－
ｍ

ｉ＝１
ｃｉ）＋１

·ξ （１０）

且ｆ∈Ψ（ξ；η０，…，ηｎ－１；Ｎ１，…，Ｎｎ；Ｉ），则式（３）在
Ｘ（ξ；ξ０，…，ξｎ；１，Ｍ２，…，Ｍｎ＋１；Ｉ）

中有解，其中

（ｉ）

ξ１＝η０ ξ
ｍ

ｉ＝０
ｃｉ( ) －１

（１１）

ξｋ＝
ｋ－１

ｊ＝０


Ｃｊｋ－１（－１）
ｓｓ！（ｋ－ｊ－１）！ηｊ

ｓ１！ｓ２！…ｓｋ－ｊ－１！１！
ｓ１２！ｓ２…（ｋ－ｊ－１）！ｓｋ－ｊ－１ ξ

ｍ

ｉ＝０
ｃｉ( ) ｓ＋１


ｍ

ｉ＝０
ｃｉβｉ１( ) ｓ１… 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉβｉｋ－ｊ－１( ) ｓｋ－ｊ－１

（１２）
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其中，ｋ＝２，３，…，ｎ；ｓ１＋２ｓ２＋…＋（ｋ－ｊ－１）ｓｋ－ｊ－１＝ｋ－ｊ－１；ｓ＝ｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｋ－ｊ－１．
　　（ｉｉ）


ｋ－１

ｊ＝０


Ｃｊｋ－１ｓ！（ｋ－ｊ－１）！Ｎｊ

ｓ１！ｓ２！…ｓｋ－ｊ－１！１！
ｓ１２！ｓ２…（ｋ－ｊ－１）！ｓｋ－ｊ－１ ｜ｃ０｜－

ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) ｓ＋１


ｍ

ｉ＝０
ｃｉ｜Ｈｉ１( ) ｓ１… 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉ｜Ｈｉｋ－ｊ－１( ) ｓｋ－ｊ－１≤Ｍｋ （１３）

其中，ｋ＝２，３，…，ｎ；ｓ１＋２ｓ２＋…＋（ｋ－ｊ－１）ｓｋ－ｊ－１＝ｋ－ｊ－１；ｓ＝ｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｋ－ｊ－１．
　　（ｉｉｉ）


ｎ－１

ｊ＝０


Ｃｊｎ－１ｓ！（ｎ－ｊ－１）！
ｓ１！ｓ２！…ｓｎ－ｊ－１！１！

ｓ１２！ｓ２…（ｎ－ｊ－１）！ｓｎ－ｊ－１

Ｎｊ＋１（ξ－δ）
－ｓ－１ ｜ｃ０｜－

ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －ｓ－１ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ１( ) ｓ１…{


ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｎ－ｊ－１( ) ｓｎ－ｊ－１＋（ｓ＋１）Ｎｊ（ξ－δ）－ｓ－２ ｜ｃ０｜－

ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －ｓ－２ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ１( ) ｓ１…


ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｎ－ｊ－１( ) ｓｎ－ｊ－１＋ｓ１Ｎｊ（ξ－δ）－ｓ－１ ｜ｃ０｜－

ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －ｓ－１ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ１( ) ｓ１－１ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ２( ) ｓ２＋１…


ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｎ－ｊ－１( ) ｓｎ－ｊ－１＋… ＋ｓｎ－ｊ－１Ｎｊ（ξ－δ）－ｓ－１ ｜ｃ０｜－

ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －ｓ－１ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ１( ) ｓ１ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ２( ) ｓ２…


ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｎ－ｊ－１( ) ｓｎ－ｊ－１－１

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｎ－ｊ( ) }≤Ｍｎ＋１ （１４）

其中，ｓ１＋２ｓ２＋…＋（ｎ－ｊ－１）ｓｎ－ｊ－１＝ｎ－ｊ－１，ｓ＝ｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｎ－ｊ－１．
证明　利用Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理来完成证明，定义算子

（Ｔｘ）（ｔ）＝ξ＋∫
ｔ

ξ

ｆ（ｔ）
ｍ

ｉ＝０
ｃｉｘ

（ｉ）（ｓ）( ) －１
ｄｓ （１５）

先证对ｘ∈Ｘ，有Ｔｘ∈Ｘ．由式（１０）知

｜（Ｔｘ）（ｔ）－ξ｜≤ ∫
ｔ

ξ

ｆ（ｔ）
ｍ

ｉ＝０
ｃｉｘ

（ｉ）（ｓ）( ) －１
ｄｓ≤

（ξ＋δ）（ξ－δ）－１ ｜ｃ０｜－
ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －１

｜ｔ－ξ｜≤δ （１６）

因此，（Ｔｘ）（Ｉ）Ｉ．由ＦａàｄｉＢｒｕｎｏ公式易知

（Ｔｘ）′（ｔ）＝ｆ（ｔ）
ｍ

ｉ＝０
ｃｉｘ

（ｉ）（ｔ）( ) －１
（１７）

（Ｔｘ）（ｋ）（ｔ）＝
ｋ－１

ｊ＝０
Ｃｊｋ－１ｆ

（ｊ）（ｔ） 
ｍ

ｉ＝０
ｃｉｘ

（ｉ）（ｔ）( ) －１( ) （ｋ－ｊ－１）＝


ｋ－１

ｊ＝０


Ｃｊｋ－１（－１）
ｓｓ！（ｋ－ｊ－１）！ｆ（ｊ）（ｔ）

ｓ１！ｓ２！…ｓｋ－ｊ！１！
ｓ１２！ｓ２…（ｋ－ｊ－１）！ｓｋ－ｊ－１ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉｘ

（ｉ）（ｔ）( ) ｓ＋１

ｍ

ｉ＝０
ｃｉｘｉ１（ｔ）( ) ｓ１…


ｍ

ｉ＝０
ｃｉｘｉｋ－ｊ－１（ｔ）( ) ｓｋ－ｊ－１ （１８）

其中，ｋ＝２，３，…，ｎ；ｓ１＋２ｓ２＋…＋（ｋ－ｊ－１）ｓｋ－ｊ－１＝ｋ－ｊ－１；ｓ＝ｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｋ－ｊ－１．再注意到（Ｔｘ）（ξ）＝ξ，及式（１１）
（１２），有

（Ｔｘ）′（ξ）＝ｆ（ξ）
ｍ

ｉ＝０
ｃｉｘ

（ｉ）（ξ）( ) －１＝η０ ξ
ｍ

ｉ＝０
ｃｉ( ) －１＝ξ１ （１９）
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（Ｔｘ）（ｋ）（ξ）＝
ｋ－１

ｊ＝０


Ｃｊｋ－１（－１）
ｓｓ！（ｋ－ｊ－１）！ηｊ

ｓ１！ｓ２！…ｓｋ－ｊ－１！１！
ｓ１２！ｓ２…（ｋ－ｊ－１）！ｓｋ－ｊ－１ ξ

ｍ

ｉ＝０
ｃｉ( ) ｓ＋１


ｍ

ｉ＝０
ｃｉβｉ１( ) ｓ１…


ｍ

ｉ＝０
ｃｉβｉｋ－ｊ－１( ) ｓｋ－ｊ－１＝ξｋ （２０）

其中，ｋ＝２，３，…，ｎ；ｓ１＋２ｓ２＋…＋（ｋ－ｊ－１）ｓｋ－ｊ－１＝ｋ－ｊ－１；ｓ＝ｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｋ－ｊ－１．

因此，（Ｔｘ）（ｋ）（ξ）＝ξｋ，ｋ＝０，１，…，ｎ．又因为

｜（Ｔｘ）′（ｔ）｜＝ 
ｍ

ｉ＝０
ｃｉｘ

［ｉ］（ｔ）( ) －１
ｆ（ｔ）≤

（ξ＋δ）
（ξ－δ）

｜ｃ０｜－
ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －１

＜１＝Ｍ１ （２１）

　　由式（１３）（１４）有

（Ｔｘ）（ｋ）（ｔ）≤
ｋ－１

ｊ＝０


Ｃｊｋ－１ｓ！（ｋ－ｊ－１）！Ｎｊ

ｓ１！ｓ２！…ｓｋ－ｊ－１！１！
ｓ１２！ｓ２…（ｋ－ｊ－１）！ｓｋ－ｊ－１ ｜ｃ０｜－

ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) ｓ＋１


ｍ

ｉ＝０
ｃｉ｜Ｈｉ１( ) ｓ１… 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉ｜Ｈｉｋ－ｊ－１( ) ｓｋ－ｊ－１≤Ｍｋ （２２）

其中，ｋ＝２，３，…，ｎ；ｓ１＋２ｓ２＋…＋（ｋ－ｊ－１）ｓｋ－ｊ－１＝ｋ－ｊ－１；ｓ＝ｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｋ－ｊ－１．

｜（Ｔｘ）（ｎ）（ｔ１）－（Ｔｘ）
（ｎ）（ｔ２）｜≤

ｎ－１

ｊ＝０


Ｃｊｎ－１ｓ！（ｎ－ｊ－１）！
ｓ１！ｓ２！…ｓｎ－ｊ－１！１！

ｓ１２！ｓ２…（ｎ－ｊ－１）！ｓｎ－ｊ－１

Ｎｊ＋１（ξ－δ）
－ｓ－１ ｜ｃ０｜－

ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －ｓ－１ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ１( ) ｓ１…{


ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｎ－ｊ－１( ) ｓｎ－ｊ－１＋（ｓ＋１）Ｎｊ（ξ－δ）－ｓ－２ ｃ０ －

ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －ｓ－２ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ１( ) ｓ１… 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｎ－ｊ－１( ) ｓｎ－ｊ－１＋

ｓ１Ｎｊ（ξ－δ）
－ｓ－１ ｜ｃ０｜－

ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －ｓ－１ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ１( ) ｓ１－１ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ２( ) ｓ２＋１… 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｎ－ｊ－１( ) ｓｎ－ｊ－１＋… ＋

ｓｎ－ｊ－１Ｎｊ（ξ－δ）
－ｓ－１ ｜ｃ０｜－

ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －ｓ－１ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ１( ) ｓ１ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ２( ) ｓ２…


ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｎ－ｊ－１( ) ｓｎ－ｊ－１－１

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｎ－ｊ( ) }｜ｔ１－ｔ２｜≤Ｍｎ＋１｜ｔ１－ｔ２ （２３）

　　到此，证明了Ｔ是一个将Ｘ映到自身的算子．
现在证明Ｔ的连续性．设ｘ，ｙ∈Ｘ，则

‖Ｔｘ－Ｔｙ‖ｎ＝

‖Ｔｘ－Ｔｙ‖ ＋‖（Ｔｘ）′－（Ｔｙ）′‖ ＋
ｎ

ｋ＝２
‖（Ｔｘ）（ｋ）－（Ｔｙ）（ｋ）‖ ＝

ｍａｘ
ｔ∈Ｉ ∫

ｔ

ξ

ｆ（ｓ） 
ｍ

ｉ＝０
ｃｉｘ

（ｉ）（ｓ）( ) －１－
ｍ

ｉ＝０
ｃｉｙ

（ｉ）（ｓ）( ) －１( )( ) ｄｓ＋

ｍａｘ
ｔ∈Ｉ

ｆ（ｔ） 
ｍ

ｉ＝０
ｃｉｘ

（ｉ）（ｔ）( ) －１－
ｍ

ｉ＝０
ｃｉｙ

（ｉ）（ｔ）( ) －１( ) ＋


ｎ

ｋ＝２

ｋ－１

ｊ＝０


Ｃｊｋ－１ｓ！（ｋ－ｊ－１）！ ｆ（ｊ）（ｔ）
ｓ１！ｓ２！…ｓｋ－ｊ！１！

ｓ１２！ｓ２…（ｋ－ｊ－１）！ｓｋ－ｊ－１


ｍ

ｉ＝０
ｃｉｘ

（ｉ）（ｔ）( ) －ｓ－１ 
ｍ

ｉ＝０
ｃｉｘｉ１（ｔ）( ) ｓ１… 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉｘｉｋ－ｊ－１（ｔ）( ) ｓｋ－ｊ－１{ －


ｍ

ｉ＝０
ｃｉｙ

（ｉ）（ｔ）( ) －ｓ－１ 
ｍ

ｉ＝０
ｃｉｙｉ１（ｔ）( ) ｓ１… 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉｙｉｋ－ｊ－１（ｔ）( ) ｓｋ－ｊ－１ }≤
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（ξ－δ）－２（ξ＋δ） ｜ｃ０｜－
ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －２

｜ｃ０｜＋
ｍ

ｉ＝１
ｉ｜ｃｉ｜( ) ‖ｘ－ｙ‖ ＋


ｎ

ｋ＝２

ｋ－１

ｊ＝０


Ｃｊｋ－１ｓ！（ｋ－ｊ－１）！Ｎｊ
ｓ１！ｓ２！…ｓｋ－ｊ！１！

ｓ１２！ｓ２…（ｋ－ｊ－１）！ｓｋ－ｊ－１

（ｓ＋１）（ξ－δ）－ｓ－２ ｜ｃ０｜－
ｍ

ｉ＝０
ｃｉ( ) －ｓ－２

ｍ

ｉ＝０
ｃｉ‖ｘ

（ｉ）（ｔ）－ｙ（ｉ）（ｔ）‖( ) ×{ 
ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ２( ) ｓ２…


ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｋ－ｊ－１( ) ｓｋ－ｊ－１＋ｓ１（ξ－δ）－ｓ－１ ｜ｃ０｜－

ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －ｓ－１ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ２( ) ｓ１－１ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ２( ) ｓ２＋１×… ×


ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｋ－ｊ－１( ) ｓｋ－ｊ－１

ｍ

ｉ＝０
ｃｉ‖ｘ

（ｉ）－ｙ（ｉ）‖( ) ＋… ＋ｓｋ－ｊ－１（ξ－δ）－ｓ－１ ｜ｃ０｜－
ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －ｓ－１ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ１( ) ｓ１×…

×
ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｋ－ｊ－２( ) ｓｋ－ｊ－２ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｋ－ｊ－１( ) ｓｋ－ｊ－１－１

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｋ－ｊ( ) 

ｍ

ｉ＝０
｜ｃｉ‖｜ｘ

（ｉ）－ｙ（ｉ）‖( ) } ＋

δｎ＋１（ξ－δ）－２（ξ＋δ） ｜ｃ０｜－
ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －２

｜ｃ０｜＋
ｍ

ｉ＝１
ｉ｜ｃｉ｜( ) ‖ｘ（ｎ）－ｙ（ｎ）‖ （２４）

经过计算，可以找到一列正数Ｐｋ使得


ｎ

ｋ＝２

ｋ－１

ｊ＝０


Ｃｊｋ－１ｓ！（ｋ－ｊ－１）！Ｎｊ
ｓ１！ｓ２！…ｓｋ－ｊ！１！

ｓ１２！ｓ２…（ｋ－ｊ－１）！ｓｋ－ｊ－１

（ｓ＋１）（ξ－δ）－ｓ－２ ｜ｃ０｜－
ｍ

ｉ＝０
ｃｉ( ) －ｓ－２

ｍ

ｉ＝０
ｃｉ‖ｘ

（ｉ）（ｔ）－ｙ（ｉ）（ｔ）‖( ) ×{ 
ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ２( ) ｓ２…


ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｋ－ｊ－１( ) ｓｋ－ｊ－１＋ｓ１（ξ－δ）－ｓ－１ ｜ｃ０｜－

ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －ｓ－１ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ２( ) ｓ１－１ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ２( ) ｓ２＋１×… ×


ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｋ－ｊ－１( ) ｓｋ－ｊ－１

ｍ

ｉ＝０
ｃｉ‖ｘ

（ｉ）－ｙ（ｉ）‖( ) ＋… ＋ｓｋ－ｊ－１（ξ－δ）－ｓ－１ ｜ｃ０｜－
ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －ｓ－１ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉ１( ) ｓ１×… ×


ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｋ－ｊ－２( ) ｓｋ－ｊ－２ 

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｋ－ｊ－１( ) ｓｋ－ｊ－１－１

ｍ

ｉ＝０
ｃｉＨｉｋ－ｊ( ) 

ｍ

ｉ＝０
｜ｃｉ‖｜ｘ

（ｉ）－ｙ（ｉ）‖( ) }≤


ｎ－１

ｋ＝１
Ｐｋ（ξ，δ，ｃｉ，Ｎｊ，Ｈｉｊ）‖ｘ

（ｋ）－ｙ（ｋ）‖ （２５）

因此

‖Ｔｘ－Ｔｙ‖ｎ≤

（ξ－δ）－２（ξ＋δ） ｜ｃ０｜－
ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －２

｜ｃ０｜＋
ｍ

ｉ＝１
ｉ｜ｃｉ｜( ) ‖ｘ－ｙ‖ ＋


ｎ－１

ｋ＝１
Ｐｋ（ξ，δ，ｃｉ，Ｎｊ，Ｈｉｊ）‖ｘ

（ｋ）－ｙ（ｋ）‖ ＋

δｎ＋１（ξ－δ）－２（ξ＋δ） ｜ｃ０｜－
ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －２

｜ｃ０｜＋
ｍ

ｉ＝１
ｉ｜ｃｉ｜( ) ‖ｘ（ｎ）－ｙ（ｎ）‖≤

Γ‖ｘ－ｙ‖ｎ （２６）

其中，Γ＝ｍａｘ｛（ξ－δ）－２（ξ＋δ） ｜ｃ０｜－
ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －２

｜ｃ０｜＋
ｍ

ｉ＝１
ｉ｜ｃｉ｜( ) ， ｍａｘ

１≤ｋ≤ｎ－１
｛Ｐｋ（ξ，δ，ｃｉ，Ｎｊ，Ｈｉｊ）｝，

δｎ＋１（ξ－δ）－２（ξ＋δ） ｜ｃ０｜－
ｍ

ｉ＝１
ｃｉ( ) －２

｜ｃ０｜＋
ｍ

ｉ＝１
ｉ｜ｃｉ｜( ) ｝．这里ｋ＝１，２，…，ｎ－１；ｓ１＋２ｓ２＋…＋（ｋ－ｊ－１）

ｓｋ－ｊ－１＝ｋ－ｊ－１；ｓ＝ｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｋ－ｊ－１．这就证明了Ｔ的连续性．类似文献［８１１］，易知Ｘ是凸闭集，进一步还可证明
Ｘ在Ｃｎ（Ｉ，Ｉ）中一致有界，在Ｉ上等度连续，根据ＡｒｚｅｌａＡｓｃｏｌｉ定理知Ｘ是Ｃｎ（Ｉ，Ｉ）的相对紧子集．由Ｓｃｈａｕｄｅｒ
不动点定理知，存在ｘ（ｔ）∈Ｘ使得

ｘ（ｔ）＝ξ＋∫
ｔ

ξ

ｆ（ｓ）
ｍ

ｉ＝０
ｃｉｘ

（ｉ）（ｓ）( ) －１
ｄｓ （２７）
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对式（２７）两端求导即可看出ｘ是式（３）的解．定理证毕．
注意到，如果上面定理中有Γ＜１，则表明 Ｔ是一个压缩算子．因此，上面证明中的不动点 ｘ必是唯一的．

进一步可证这个唯一解关于给定的函数ｆ是连续依赖的，即有定理２．
定理２　在定理１的条件下，且Γ＜１，则方程（３）在

Ｘ（ξ；ξ０，…，ξｎ；１，Ｍ２，…，Ｍｎ＋１；Ｉ）
中的唯一解连续依赖于给定的ｆ．
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