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０　引　言

微分系统的稳定性一直是微分方程领域的一个重要研究课题．近年来，有关退化时滞系统稳定性问题已

引起许多学者的兴趣，取得了一定的成果．文献［１］根据退化系统特点提出了退化时滞微分系统解的“ｑ”稳
定概念，文献［３］利用退化时滞系统的拉什密辛型定理讨论了线性退化时滞微分系统解的稳定性，给出了零
解稳定的一个判定定理．

在上述文献基础上，研究如下的一类非线性退化时滞微分系统的一致稳定性：

Ｅ（ｔ）ｘ
·
（ｔ）＝Ａ（ｔ）ｘ（ｔ）＋Ｂ（ｔ）ｘ（ｔ－τ）＋ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－τ）） （１）

ｘｔ０＝ψ，ψ∈Ｃ（［－τ，０］，Ｒ
ｎ） （２）

其中ｘ（ｔ）∈Ｒｎ，ｔ０≥０，Ｅ（ｔ），Ａ（ｔ），Ｂ（ｔ）∈Ｃ（［０，＋!］，Ｒ
ｎ×ｎ），ｆ（ｔ，ｘ，ｙ）∈Ｃ（［０，＋!］×Ｒｎ×Ｒｎ，Ｒｎ），ｆ（ｔ，０，０）＝

０，τ∈Ｒ＋为常数，矩阵对［Ｅ（ｔ），Ａ（ｔ）］全局指标为１［４］．利用拉什密辛型定理并结合一些分析技巧讨论了方

程（１）的一致稳定性，给出了方程（１）零解一致稳定的若干充分条件．

１　预备知识

在方程（１）中，由于矩阵对［Ｅ（ｔ），Ａ（ｔ）］全局指标为 １，由文献［４］，存在 Ｐ（ｔ）∈Ｃ′（［０，＋!］，Ｒｎ×ｎ），

Ｑ（ｔ）∈Ｃ（［０，＋!］，Ｒｎ×ｎ），且Ｐ（ｔ），Ｑ（ｔ）均可逆，使得

Ｑ（ｔ）Ｅ（ｔ）Ｐ（ｔ）＝
Ｉ１ ０

０ ０[ ] ，Ｑ（ｔ）Ａ（ｔ）Ｐ（ｔ）－Ｑ（ｔ）Ｅ（ｔ）Ｐ·（ｔ）＝ Ａ１（ｔ） ０

０ Ｉ２[ ]



　　其中Ｉ１，Ｉ２分别为ｎ１阶及ｎ－ｎ１阶单位阵，Ａ１（ｔ）∈Ｒ
ｎ１×ｎ１，ｎ１与ｔ无关．

对于系统（１）（２），作变换ｘ（ｔ）＝Ｐ（ｔ）ｘ（ｔ），ｔ∈［－τ，＋!），当ｔ∈［－τ，０］时，令 Ｐ（ｔ）＝Ｐ（０），同时两边左
乘Ｑ（ｔ），方程（１）即被化为

ｘ
·
１（ｔ）＝Ａ１（ｔ）ｘ１（ｔ）＋Ｂ１１（ｔ）ｘ１（ｔ－τ）＋Ｂ１２（ｔ）ｘ２（ｔ－τ）＋ｆ１（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－τ））

０＝ｘ２（ｔ）＋Ｂ２１（ｔ）ｘ１（ｔ－τ）＋Ｂ２２（ｔ）ｘ２（ｔ－τ）＋ｆ２（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－τ））{ （３）

其中

ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ）[ ] ＝ｘ（ｔ），　 Ｂ１１（ｔ） Ｂ１２（ｔ）

Ｂ２１（ｔ） Ｂ２２（ｔ）[ ] ＝Ｑ（ｔ）Ｂ（ｔ）Ｐ（ｔ－τ）
ｆ１（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－τ））

ｆ２（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－τ））[ ] ＝Ｑ（ｔ）ｆ（ｔ，Ｐ（ｔ）ｘ（ｔ），Ｐ（ｔ－τ）ｘ（ｔ－τ））
　　初始条件（２）变为

ｘｔ０＝φ，φ（θ）＝ｘ（ｔ０＋θ）＝Ｐ
－１（ｔ０＋θ）ｘ（ｔ０＋θ）＝Ｐ

－１（ｔ０＋θ）ψ（θ），θ∈［－τ，０］ （４）
　　研究思路是先研究系统（３）（４）的一致稳定性，然后得到系统（１）（２）的一致稳定性．

下面引进退化时滞微分系统解的稳定性的有关概念．考虑退化时滞微分方程

Ｅｘ
·
（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｘｔ） （５）

其中Ｅ为ｎ×ｎ奇异常数矩阵，ｔ≥ｔ０≥０，τ＞０，ｘ（ｔ）∈Ｒ
ｎ，ｘｔ（θ）＝ｘ（ｔ＋θ）（θ∈［－τ，０］），ｆ（ｔ，ψ）：［０，＋!）×Ｈ→

Ｒｎ，Ｈ为Ｃ（［－τ，０］，Ｒｎ）中一开集，ｆ连续，ｆ（ｔ，０）＝０，方程（５）的初始条件为
ｘｔ０＝φ，φ∈Ｃ（［－τ，０］，Ｒ

ｎ） （６）

　　令Ｔｋ＝［０，＋!），设 ｑ（ｔ，ｘ）为 ｍ维连续向量函数，在［０，＋!）×Ｒ
ｎ上有定义，且 ｑ（ｔ，０）≡０，ｔ∈［０，

＋
!

）．又设Ｓｋ（ｔ０，ｔｋ）为使得方程至少在［ｔ０，ｔｋ）上有连续解的所有相容初始函数的全体，Ｂ（０，δ）＝｛φ∈Ｃ（［－

τ，０］，Ｒｎ）：‖φ‖＜δ，δ＞０｝．若ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），定义‖ｘ‖＝（ｘ
２
１＋ｘ

２
２＋…＋ｘ

２
ｎ）

１
２，φ的模定义为‖φ‖＝ ｓｕｐ

θ∈［－τ，０］

‖φ（θ）‖．
定义１　（ｉ）若ｔ０∈Ｔｋ，ε＞０，总存在δ（ｔ０，ε）＞０，使得φ∈Ｂ（０，δ）∩Ｓｋ（ｔ０，ｔｋ），方程（５）过初始条件

（ｔ０，φ）的解ｘ（ｔ）＝ｘ（ｔ，ｔ０，φ）满足‖ｑ（ｔ，ｘ（ｔ））‖＜ε，ｔ∈［ｔ０，ｔｋ），则称方程（５）的零解关于｛ｑ（ｔ，ｘ），Ｔｋ｝为
稳定的．

（ｉｉ）若在（ｉ）中，δ仅与ε有关，与ｔ０无关，则称方程（５）的零解关于 ｑ（ｔ，ｘ），Ｔｋ{ }为一致稳定的．
下面给出拉什密辛型定理（Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎｔｈｅｏｒｅｍ）．
引理１［２］　若存在连续可微的Ｖ函数Ｖ（ｔ，ｙ）：［０，＋

!

）×Ｄ→Ｒ＋（Ｄ为Ｒｍ中一个开集），及函数φ１（ｓ），φ２
（ｓ）：Ｒ＋→Ｒ＋，φ１（０）＝０，φ２（０）＝０，φ１（ｓ），φ２（ｓ）在Ｒ

＋
上连续且严格单调递增，满足

１）φ１（‖ｑ（ｔ，ｘ）‖）≤Ｖ（ｔ，ｑ（ｔ，ｘ））≤φ２（‖ｘ‖）；

２）存在λ≥１，ｔ０∈Ｔｋ，φ∈Ｓｋ（ｔ０，ｔｋ），当 Ｖ（ｔ，ｑ（ｔ，ｘ（ｔ，ｔ０，φ）））≥λ（‖φ‖）
２且 Ｖ（ｔ，ｑ（ｔ，ｘ（ｔ，ｔ０，

φ）））≥Ｖ（α，ｑ（α，ｘ（α，ｔ０，φ））），α∈［ｔ０，ｔ）成立时，有 Ｖ
·
（ｔ，ｑ（ｔ，ｘ（ｔ，ｔ０，φ）））≤０，则方程（５）的零解关于

ｑ（ｔ，ｘ），Ｔｋ{ }为一致稳定的．

２　主要结果

定理１　对于方程（３），若以下条件满足
１）Ｍ＞０，‖Ｂ２１（ｔ）‖≤Ｍ，ｔ≥０；
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２）ｑ０：０＜ｑ０＜１，‖Ｂ２２（ｔ）‖≤ｑ０，ｔ≥０；

３）ｌ１＞０，０＜ｌ２＜
１－ｑ０
２
，使得‖ｆ１（ｔ，ｘ，ｙ）‖≤ｌ１（‖ｘ‖＋‖ｙ‖），‖ｆ２（ｔ，ｘ，ｙ）‖≤ｌ２（‖ｘ‖＋‖ｙ‖），ｔ≥

０，ｘ，ｙ∈Ｒｎ；

４）ｔ≥０，
ＡＴ１（ｔ）＋Ａ１（ｔ）

２
＋‖Ｂ１１（ｔ）‖＋

Ｍ＋２ｌ２
１－ｑ０－２ｌ２

＋Ｍ
＋１
１－ｌ２
槡ｐ( )‖Ｂ１２（ｔ）‖＋２ｌ１ Ｍ＋１－ｑ０１－ｑ０－２ｌ２

＋Ｍ
＋１
１－ｌ２
槡ｐ( )[ ] Ｉ≤０，则

方程（３）的零解关于 ｐｘＴ１ｘ１，［０，＋!）{ }为一致稳定的（ｐ＞０为常数）．

证明　令ｑ（ｔ，ｘ）＝ｐｘＴ１ｘ１，Ｖ（ｔ，ｙ）＝ｙ（ｔ，ｙ∈Ｒ
＋
），φ１（ｓ）＝

１
２
ｓ，φ２（ｓ）＝ｐｓ

２，ｓ∈［０，＋!），显然，引理１中的条

件１）满足．下面验证引理１的条件２）．令引理１中的λ＝１，由方程（３）的第２式，结合定理１的假设，通过递

推，可得

‖ｘ２（ｔ）‖≤‖Ｂ２１（ｔ）‖·‖ｘ１（ｔ－τ）‖ ＋‖Ｂ２２（ｔ）‖·‖ｘ２（ｔ－τ）‖ ＋‖ｆ２（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－τ））‖≤

‖Ｂ２１（ｔ）‖·‖ｘ１（ｔ－τ）‖ ＋‖Ｂ２２（ｔ）‖·‖ｘ２（ｔ－τ）‖ ＋ｌ２（‖ｘ（ｔ）‖ ＋‖ｘ（ｔ－τ）‖）≤

‖Ｂ２１（ｔ）‖·‖ｘ１（ｔ－τ）‖ ＋‖Ｂ２２（ｔ）‖·‖ｘ２（ｔ－τ）‖ ＋ｌ２（‖ｘ１（ｔ）‖ ＋‖ｘ２（ｔ）‖ ＋

‖ｘ１（ｔ－τ）‖ ＋‖ｘ２（ｔ－τ）‖）

从而

（１－ｌ２）‖ｘ２（ｔ）‖≤（‖Ｂ２１（ｔ）‖ ＋ｌ２）‖ｘ１（ｔ－τ）‖ ＋（‖Ｂ２２（ｔ）‖ ＋ｌ２）‖ｘ２（ｔ－τ）‖ ＋ｌ２‖ｘ１（ｔ）‖
即有

‖ｘ２（ｔ）‖≤
‖Ｂ２１（ｔ）‖ ＋ｌ２

１－ｌ２
‖ｘ１（ｔ－τ）‖ ＋

‖Ｂ２２（ｔ）‖ ＋ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ２（ｔ－τ）‖ ＋
ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ１（ｔ）‖≤

Ｍ＋ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ１（ｔ－τ）‖ ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ２（ｔ－τ）‖ ＋
ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ１（ｔ）‖≤

Ｍ＋２ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ１（ｔ）‖ ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ２（ｔ－τ）‖≤

Ｍ＋２ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ１（ｔ）‖ ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２

（
Ｍ＋２ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ１（ｔ－τ）‖ ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ２（ｔ－２τ）‖）≤

Ｍ＋２ｌ２
１－ｌ２

［‖ｘ１（ｔ）‖ ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ１（ｔ）‖］＋（
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２

）

２

‖ｘ２（ｔ－２τ）‖

　　一直递推下去，必存在ｋ使得ｔ－ｋτ∈［ｔ０－τ，ｔ０］，从而可得

‖ｘ２（ｔ）‖≤
Ｍ＋２ｌ２
１－ｌ２

［‖ｘ１（ｔ）‖ ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ１（ｔ）‖ ＋… ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２( )

ｋ－２

‖ｘ１（ｔ）‖］＋

ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２( )

ｋ－１

‖ｘ２（ｔ－（ｋ－１）τ）‖≤

Ｍ＋２ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ１（ｔ）‖ ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ１（ｔ）‖ ＋… ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２( )

ｋ－２

‖ｘ１（ｔ）‖[ ] ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２( )

ｋ－１ Ｍ＋ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ１（ｔ－ｋτ）‖ ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ２（ｔ－ｋτ）‖ ＋
ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ１（ｔ－（ｋ－１）τ）‖( ) ≤
Ｍ＋２ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ１（ｔ）‖ ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ１（ｔ）‖ ＋… ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２( )

ｋ－２

‖ｘ１（ｔ）‖ ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２( )

ｋ－１

‖ｘ１（ｔ）‖[ ] ＋
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ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２( )

ｋ－１ Ｍ＋ｌ２
１－ｌ２

‖φ‖ ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２

‖φ‖[ ] ≤
Ｍ＋２ｌ２

１－（ｑ０＋２ｌ２）
‖ｘ１（ｔ）‖ ＋

Ｍ＋１
１－ｌ２

‖φ‖≤

Ｍ＋２ｌ２
１－（ｑ０＋２ｌ２）

＋Ｍ
＋１

１－ｌ２
槡ｐ( ) ‖ｘ１（ｔ）‖

　　进一步地，有

‖ｘ２（ｔ－τ）‖≤
Ｍ＋２ｌ２

１－（ｑ０＋２ｌ２）
＋Ｍ

＋１
１－ｌ２

槡ｐ( ) ‖ｘ１（ｔ）‖（ｔ≥ｔ０）
Ｖ·（ｔ，ｑ（ｔ，ｘ（ｔ，ｔ０，φ）））＝ｑ

·
（ｔ，ｘ（ｔ，ｔ０，φ））＝ｐｘ

Ｔ
１（ｔ）ｘ
·
１（ｔ）＋ｐｘ

·Ｔ
１ｘ１（ｔ）＝２ｐｘ

Ｔ
１（ｔ）ｘ
·
１（ｔ）＝

２ｐｘＴ１（ｔ）［Ａ１（ｔ）ｘ１（ｔ）＋Ｂ１１（ｔ）ｘ１（ｔ－τ）＋Ｂ１２（ｔ）ｘ２（ｔ－τ）＋ｆ１（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－τ））］＝

２ｐ［ｘＴ１（ｔ）Ａ１（ｔ）ｘ１（ｔ）＋ｘ
Ｔ
１（ｔ）Ｂ１１（ｔ）ｘ１（ｔ－τ）＋ｘ

Ｔ
１（ｔ）Ｂ１２（ｔ）ｘ２（ｔ－τ）＋

ｘＴ１（ｔ）ｆ１（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－τ））］≤

２ｐ［ｘＴ１（ｔ）Ａ１（ｔ）ｘ１（ｔ）＋‖ｘ１（ｔ）‖·‖Ｂ１１（ｔ）‖·‖ｘ１（ｔ－τ）‖ ＋

‖ｘ１（ｔ）‖·‖Ｂ１２（ｔ）‖·‖ｘ２（ｔ－τ）‖ ＋‖ｘ１（ｔ）‖·‖ｆ１（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－τ））‖］≤

２ｐ｛ｘＴ１（ｔ）Ａ１（ｔ）ｘ１（ｔ）＋‖ｘ１（ｔ）‖·‖Ｂ１１（ｔ）‖·‖ｘ１（ｔ）‖ ＋‖ｘ１（ｔ）‖·

‖Ｂ１２（ｔ）‖·
Ｍ＋２ｌ２

１－（ｑ０＋２ｌ２）
＋Ｍ

＋１
１－ｌ２

槡ｐ( ) ‖ｘ１（ｔ）‖ ＋
‖ｘ１（ｔ）‖·ｌ１（‖ｘ１（ｔ）‖ ＋‖ｘ１（ｔ－τ）‖ ＋‖ｘ２（ｔ）‖ ＋‖ｘ２（ｔ－τ）‖）｝≤

２ｐ｛ｘＴ１（ｔ）Ａ１（ｔ）ｘ１（ｔ）＋‖ｘ１（ｔ）‖· ‖Ｂ１１（ｔ）‖ ＋（‖Ｂ１２（ｔ）‖ ＋２ｌ１）·[

Ｍ＋２ｌ２
１－（ｑ０＋２ｌ２）

＋Ｍ
＋１

１－ｌ２
槡ｐ( ) ＋２ｌ１]·‖ｘ１（ｔ）‖｝≤

２ｐｘＴ１（ｔ）
ＡＴ１（ｔ）＋Ａ１（ｔ）

２
＋ ‖Ｂ１１（ｔ）‖ ＋

Ｍ＋２ｌ２
１－（ｑ０＋２ｌ２）

＋Ｍ
＋１

１－ｌ２
槡ｐ( )·[{

‖Ｂ１２（ｔ）‖ ＋２ｌ１
Ｍ＋１－ｑ０
１－（ｑ０＋２ｌ２）

＋Ｍ
＋１

１－ｌ２
槡ｐ( ) ]·Ｉ}ｘ１（ｔ）≤０

从而引理１中的条件２）满足．
于是，由引理１可知，方程（３）的零解关于｛ｐｘＴ１ｘ１，［０，＋!）｝为一致稳定的．定理１证毕．
定理２　在定理１的条件下，方程（３）的零解关于｛ｘ，［０，＋

!

）｝为一致稳定的．
证明　由定理１知，方程（３）的零解关于｛ｐｘＴ１ｘ１，［０，＋!）｝为一致稳定的，所以ε＞０，δ∈（０，ε），使得

φ∈Ｂ（０，δ）∩Ｓｋ（ｔ０，＋!），‖ｑ（ｔ，ｘ（ｔ））‖＝ｐｘ
Ｔ
１（ｔ）ｘ１（ｔ）＜ｐε

２，即‖ｘ１（ｔ）‖＜ε，对ｔ∈［ｔ０，＋!）成立．由方程
（３）可知，对ｔ∈［ｔ０，＋!）有

‖ｘ２（ｔ）‖≤‖Ｂ２１（ｔ）‖·‖ｘ１（ｔ－τ）‖ ＋‖Ｂ２２（ｔ）‖·‖ｘ２（ｔ－τ）‖ ＋‖ｆ２（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－τ））‖≤

‖Ｂ２１（ｔ）‖·‖ｘ１（ｔ－τ）‖ ＋‖Ｂ２２（ｔ）‖·‖ｘ２（ｔ－τ）‖ ＋ｌ２（‖ｘ（ｔ）‖ ＋‖ｘ（ｔ－τ）‖）
从而

‖ｘ２（ｔ）‖≤
‖Ｂ２１（ｔ）‖ ＋ｌ２

１－ｌ２
‖ｘ１（ｔ－τ）‖ ＋

‖Ｂ２２（ｔ）‖ ＋ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ２（ｔ－τ）‖ ＋
ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ１（ｔ）‖ ≤
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Ｍ＋２ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ１（ｔ）‖ ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２

Ｍ＋ｌ２
１－ｌ２( )·‖ｘ１（ｔ－２τ）‖ ＋ｑ０＋ｌ２１－ｌ２

·‖ｘ２（ｔ－２τ）‖ ＋

ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ１（ｔ－τ）‖）≤

Ｍ＋２ｌ２
１－ｌ２

ε＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２

Ｍ＋２ｌ２
１－ｌ２( ) ε＋ ｑ０＋ｌ２１－ｌ２( )

２

·‖ｘ２（ｔ－２τ）‖

如此递推下去，必存在ｋ，使得ｔ－ｋτ∈［ｔ０－τ，ｔ０］，从而可得

‖ｘ２（ｔ）‖≤
Ｍ＋２ｌ２
１－ｌ２

ε＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２

Ｍ＋２ｌ２
１－ｌ２( ) ε＋… ＋ ｑ０＋ｌ２１－ｌ２( )

ｋ－２ Ｍ＋２ｌ２
１－ｌ２( ) ε＋ ｑ０＋ｌ２１－ｌ２( )

ｋ－１

·

‖ｘ２（ｔ－（ｋ－１）τ）‖≤

Ｍ＋２ｌ２
１－ｌ２

ε１＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２

＋… ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２( )

ｋ－２( ) ＋ ｑ０＋ｌ２１－ｌ２( )
ｋ－１

·

Ｍ＋ｌ２
１－ｌ２

·‖ｘ１（ｔ－ｋτ）‖ ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２

·‖ｘ２（ｔ－ｋτ）‖ ＋
ｌ２
１－ｌ２

‖ｘ１（ｔ－（ｋ－１）τ）‖( ) ≤
Ｍ＋２ｌ２
１－ｌ２

ε１＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２

＋… ＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２( )

ｋ－２

＋
ｑ０＋ｌ２
１－ｌ２( )

ｋ－１( ) ＋Ｍ＋１１－ｌ２
‖φ‖≤

Ｍ＋２ｌ２
１－（ｑ０＋２ｌ２）

ε＋
Ｍ＋１
１－ｌ２

·槡ｐε＝
Ｍ＋２ｌ２

１－（ｑ０＋２ｌ２）
＋Ｍ

＋１
１－ｌ２

槡ｐ( ) ε
因此，方程（３）的零解关于｛ｘ，［０，＋

!

）｝为一致稳定的．证毕．
设Ｑ∈Ｒｎ×ｎ为对称阵，用λｍｉｎ（Ｑ）表示Ｑ的最小特征值．

定理３　若方程（３）的零解是一致稳定的（即关于｛ｘ，［０，＋
!

）｝一致稳定），又设Ｐ（ｔ）在［０，＋
!

）上有界，

且λｍｉｎ（Ｐ
Ｔ（ｔ）Ｐ（ｔ））≥μ＞０（ｔ≥０），则方程（１）的零解关于｛ｘ，［０，＋!）｝是一致稳定的．

证明　首先，若ｘ（ｔ）为式（３）（４）在［ｔ０－τ，＋!）上的唯一连续解，则ｘ（ｔ）＝Ｐ（ｔ）ｘ（ｔ）为式（１）（２）在［ｔ０－

τ，＋!）的唯一连续解．
又由于Ｐ（ｔ）在［０，＋

!

）上有界，故Ｍ＞０，使得‖Ｐ（ｔ）‖≤Ｍ，ｔ≥０．因为方程（３）的零解是一致稳定

的，所以ε＞０，δ＝δ（ε）＞０，φ∈Ｂ（０，δ）∩Ｓｋ（ｔ０，＋!），有‖ｘ（ｔ，ｔ０，φ）‖＜ε，对ｔ≥ｔ０成立．对上述的

ε＞０，取δ（ε）＝槡μδ＞０，则ψ∈Ｂ（０，δ）∩Ｓｋ（ｔ０，＋!），其中Ｓｋ（ｔ０，＋!）＝｛Ｐ（ｔ０）φ｜φ∈Ｓｋ（ｔ０，＋!）｝，有‖ψ‖＜

δ，即 ‖Ｐ（ｔ０）φ（θ）‖＜δ（θ∈［－τ，０］），从而

‖Ｐ（ｔ０）φ（θ）‖
２＝φＴ（θ）（ＰＴ（ｔ０）Ｐ（ｔ０））φ（θ）＜（δ）

２＝μδ２

　　又由于

φＴ（θ）（ＰＴ（ｔ０）Ｐ（ｔ０））φ（θ）≥λｍｉｎ（Ｐ
Ｔ（ｔ０）Ｐ（ｔ０））φ

Ｔ（θ）φ（θ）≥μ‖φ（θ）‖２

故μ·‖φ（θ）‖２＜μδ２，所以‖φ（θ）‖＜δ，θ∈［－τ，０］，因此‖φ‖＜δ，故有‖ｘ（ｔ，ｔ０，ψ）‖＝‖Ｐ（ｔ）ｘ（ｔ，ｔ０，

φ）‖≤‖Ｐ（ｔ）‖·‖ｘ（ｔ，ｔ０，φ）‖≤Ｍ·‖ｘ（ｔ，ｔ０，φ）‖＜Ｍε，ｔ≥ｔ０成立．
从而方程（１）的零解关于｛ｘ，［０，＋

!

）｝是一致稳定的．证毕．
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