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　　摘　要：通过研究一元函数的一致连续性，引入连续模数的概念，得到了一种新的判断一元函数一致连
续性的方法．
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１　引言及基本概念

“函数的一致连续性”是数学分析的一个重点和难点，一致连续性刻画了函数在某个区间的整体性质，

是微积分学的基础．目前判定和证明函数一致连续性的方法很多［１３］，但是判断和证明的过程比较繁琐，此处

将引进一种新的判断函数一致连续性的方法———观察法．通过对连续模数的学习，认真总结，结合ＭＡＴＬＡＢ，
并运用实例证明这种方法非常的快速有效．下面介绍所涉及的基本概念．

定义 １［４］　设ｆ为定义在区间Ｉ上的函数，若对任给的ε＞０，存在δ＝δ（ε）＞０，使得对任何ｘ′，ｘ″∈Ｉ，只要
ｘ′－ｘ″＜δ，就有 ｆ（ｘ′）－ｆ（ｘ″）＜ε，则称函数ｆ在区间Ｉ上一致连续．
注１　ｆ在Ｉ上一致连续意味着：不管两点ｘ′，ｘ″在区间Ｉ中处于什么位置，只要它们的距离小于 δ，就可

使 ｆ（ｘ′）－ｆ（ｘ″）＜ε．
定义 ２［５］　若ｆ（ｘ）在区间Ｉ上有定义，则ωｆ（δ）＝ ｓｕｐｘ′－ｘ″＜δ ｆ（ｘ′）

－ｆ（ｘ″）称为函数ｆ的连续模数，ωｆ（δ）是

关于δ的非负、不减函数．

２　主要结论及其证明

定理１　若ｆ（ｘ）在区间Ｉ上有定义，则ｆ（ｘ）在Ｉ上一致连续的充要条件是ｌｉｍ
δ→０＋
ωｆ（δ）＝０．

证明　（１）必要性．因 ｆ（ｘ）在 Ｉ上一致连续，因此ε＞０，δ１＞０，当 ｘ′，ｘ″∈Ｉ，ｘ′－ｘ″＜δ时，有

ｆ（ｘ′）－ｆ（ｘ″）＜ε
２
，从而

ωｆ（δ１）＝ ｓｕｐ
ｘ′－ｘ″＜δ１

ｆ（ｘ′）－ｆ（ｘ″）≤
ε
２

　　故０＜δ＜δ１时，０≤ωｆ（δ）≤ωｆ（δ１）≤
ε
２
＜ε．所以ｌｉｍ

δ→０＋
ωｆ（δ）＝０．



（２）充分性．由ｌｉｍ
δ→０＋
ωｆ（δ）＝０知：ε＞０，δ１＞０使得０≤ωｆ（δ１）＜ε，故当ｘ′，ｘ″∈Ｉ，ｘ′－ｘ″＜δ１，有

ｆ（ｘ′）－ｆ（ｘ″）≤ ｓｕｐ
ｘ′－ｘ″＜δ１

ｆ（ｘ′）－ｆ（ｘ″）＝ωｆ（δ１）＜ε

所以ｆ在Ｉ上一致连续．证毕．
因为ωｆ（δ）的值只与ｆ的图形最陡的地方有关，根据定理１可得一元函数一致连续性的观察法．
定理２　若ｆ的图形在某处无限变陡，使得ｌｉｍ

δ→０＋
ωｆ（δ）≠０，则ｆ非一致连续；若ｆ在某处最陡，但ｌｉｍ

δ→０＋
ωｆ（δ）＝

０，则ｆ一致连续．

下面借助于ＭＡＴＬＡＢ［６］作出ｆ（ｘ）＝
１
ｘ
（ｘ＞０）的图像，利用定理２，描述出函数的一致连续区间．并证明其

正确性．

图１　函数一致连续区间

由图像可以看出，在ｘ＝０处，图形无限变陡，δ＞０，ωｆ（δ）＝＋∞，ｌｉｍ
δ→０＋
ωｆ（δ）≠０．因此 ｆ在任何区间（０，ｃ）

（ｃ＞０）上都是非一致连续的，但在区间［ｃ，＋∞］上，ｆ（ｘ）＝
１
ｘ
在点ｃ处最陡，且ωｆ（δ）＝

１
ｃ
－１
ｃ＋δ→

０（δ→０＋），可

见ｆ（ｘ）＝
１
ｘ
在［ｃ，＋∞］上一致连续．

类似于上述方法，可以看出ｌｎｘ，ｅｘｃｏｓ
１
ｘ
，ａｒｃｔａｎｘ，ｓｉｎ

１
ｘ
的一致连续区间，在这里就不一一赘述．

３　结束语

一致连续性表示在区间的任何部分只要变元的两个数值达到一定的接近程度，就可以使对应的函数值

达到所需要的接近程度．因此可以看出函数的一致连续性与定义区间的紧性有很大的关系．此处从函数图像
的角度，对函数一致连续性作了简单的讨论．但这种方法也有不足之处，对于函数图像复杂的，或不知道函数
图像的并不适用．一致连续性是数学分析的一个难点，在物理、工程方面的应用也很广泛，希望以后做更深入
的研究．
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