
第 !" 卷第 ! 期

#$%&!"'()*!

''''''''

重庆工商大学学报!自然科学版"

+,-$./01./234-.$%5671.3778.19&!(:;<41=>"

' '''''''

?"@! 年 ! 月

A:B*?"@!

''文章编号!@CD? E"FGH"?"@!#"! E""@D E"F

不定方程 H

?

P*

!

E@! 的初等解法

熊'军@

#敬'勇?

!@*重庆育才中学#重庆 I"""F"$?*西南财经大学 数学系#成都'C@""DI"

''收稿日期!?"@? E@@ E"@$修回日期!?"@? E@@ E@G*

''作者简介!熊军!@JCFK"#男#重庆铜梁人#从事高中数学教学理论研究*

''摘'要!给出了不定方程H

?

P*

!

E@! 仅有解*P@D#HPmD" 的初等解法/

关键词!不定方程$初等解法$本原解

''中图分类号!)@FC*D 文献标志码!L

利用代数数论知识'@0?(

#易知不定方程

H

?

%*

!

'@!

仅有解*P@D#HPmD" /下面避开代数数论#给出它的初等解法/

先作一些准备工作/考察不定方程

*

?

#@!H

?

%7 !@"

其中 7

%

Y

O

#7 M@! 并且!7#@!" P@/

若)*

@

#H

@

*为式!@"的解#满足!*

@

#H

@

" P@#则称)*

@

#H

@

*为式!@"的本原解/

引理 @'若式!@"有本原解#则同余方程

V

?

7

'@!!Q$> 7" !?"

有解/

证明'令)*

@

#H

@

*是式!@"的一组本原解#则!*

@

H

@

#7" P@#于是同余方程

VH

@

7

*

@

!Q$> 7"

有解#因此 V

?

H

?

@

7

*

?

@

7

E@!H

?

!Q$> 7"#从而 V

?

7

E@!!Q$> 7"/引理 @ 证毕/

引理 ?'令$M@#!+#$" P@#则二元一次同余方程

+! #B

7

"!Q$> $" !!"

必有解 !

"

#B

"

#满足

" 3 !

"

& 槡$#" 3 B

" 槡3 $

''证明'考虑集合 +! OB#!的取值范围是

"

&

!

& 槡$ !I"

B的取值范围是

"

&

B

& 槡$#当$不是平方数

"

&

B

& 槡$'@#当$

{
是平方数

!F"

则这个集合的元素个数是



L%

!槡$#@"

?

=$#当$不是平方数

槡$!槡$#@" =$#当$

{
是平方数

''因此#由抽屉原则#必有两组不同的)B

@

#!

@

*#)B

?

#!

?

*#使得 +!

@

OB

@

7

+!

?

OB

?

!Q$> $"/现取 !

"

P!

@

E

!

?

#B

"

PB

@

EB

?

#显然 !

"

#B

"

不同时为零满足式!!"/由式!I"知 !

"

&槡$$由式!F"知 B

"

h槡$$此外#若

!

"

P"#则B

"

2

"$但 !

"

#B

"

满足式!!"推出 $gB

"

#因此 B

"

(

$#但这和 B

"

&

$矛盾#所以 !

"

2

"/同理#若

B

"

P"#则 !

"

2

"$进而由 !

"

#B

"

满足式!!"及!+#$" P@ 推出$g!

"

#因此 !

"

(

$#但这和 !

"

&

$#$M@ 矛

盾#所以#B

"

2

"/引理 ? 证毕/

引理 !'若式!?"有解 V

@

!Q$> 7"#则不定方程!@"有一组本原解)*

@

#H

@

*#满足

V

@

#H

7

*

@

!Q$> 7" !C"

''证明'显然有!V

@

#7" P@#因而由引理 ? 知#必有 !

"

#B

"

满足

" 3 !

"

&槡7#" 3 B

" 槡3 7 !D"

V

@

!

"

7

B

"

!Q$> 7" !G"

''由式!D"#得 @I

&

B

?

"

O@!!

?

"

h@I7/由 V

@

满足式!?"及式!G"#得B

?

"

O@!!

?

"

7

"!Q$> 7"/于是得

B

?

"

#@!!

?

"

%>7'!@

&

>

&

@!#>

%

Y

#

" !J"

''若>P@#)B

"

#!

"

*是式 !@"的解/下证 E P!B

"

#!

"

" P@/由式 !J"得 E g7$再由式 !G"得 V

@

!

"( )
E

7

B

"( )
E

Q$>( )7

E

/因而
7

E

?

P

B

"

E

( )?

?

O@!

!

"

E

( )?

?

7

V

?

@

!

"( )
E

?

O@!

!

"

E

( )
?

?

7

"

Q$>( )7

E

/这里用到了 V

?

@

7

E@!

Q$>( )7

E

#且当且仅当 E P@ 时成立#所以)B

"

#!

"

*是式!@"的本原解/

若>P?#则式!@"无解/若式!@"有解#考虑方程组

*

?

#@!H

?

%7

B

?

"

#@!!

?

"

%?

{
7

''则存在 +#-满足 +

?

O@!-

?

P?7

?

#有 V

?

7

?7

?

!Q$> @!"#从而勒让德符号
?7

?( )
@!

P

?( )
@!

P@#这与
?( )
@!

PE@

矛盾/故>

2

?/

同理#由勒让德符号
F( )
@!

P

D( )
@!

P

G( )
@!

P

@@( )
@!

P

C( )
@!

PE@ 知#>

2

F#C#D#G#@@/

若>P!#即B

?

"

O@!!

?

"

P!7#则B

?

"

O@!!

?

"

7

B

?

"

O!

?

"

7

"!Q$> !"#故有

B

?

"

7

"!Q$> !"

!

?

"

7

"!Q$> !

{
"

或
B

?

"

7

@!Q$> !"

!

?

"

7

?!Q$> !

{
"

或
B

?

"

7

?!Q$> !"

!

?

"

7

@!Q$> !

{
"

/由勒让德符号 ( )?

!

PE@#知 V

?

7

?!Q$> !"无

解#

B

?

"

7

"!Q$> !"

!

?

"

7

"!Q$> !

{
"

从而
B

"

7

"!Q$> !"

!

"

7

"!Q$> !

{
"

即 !gE#E P!B

"

#!

"

"

(

!/

由式!J"得 E

?

g!7/再由式!G"得 V

@

!

"( )
E

7

B

"( )
E

Q$>

!7( )
E

/因而
!7

E

?

P

B

"

E

( )?

?

O@!

!

"

E

( )?

?

7

V

?

@

!

"( )
E

?

O@!

!

"

E

( )?

?

7

"

Q$>

!7( )
E

/

这里用到了 V

?

@

7

E@!

Q$>

!7( )
E

#且仅当 E P@ 时成立#矛盾/故>

2

!/

若>PI#即B

?

"

O@!!

?

"

PI7#则B

?

"

O@!!

?

"

7

B

?

"

O!

?

"

7

"!Q$> I"#故有
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B

?

"

7

"!Q$> I"

!

?

"

7

"!Q$> I

{
"

或
B

?

"

7

@!Q$> I"

!

?

"

7

!!Q$> I

{
"

或
B

?

"

7

?!Q$> I"

!

?

"

7

?!Q$> I

{
"

或
B

?

"

7

!!Q$> I"

!

?

"

7

@!Q$> I

{
"

''显然 V

?

7

?!Q$> I"和 V

?

7

!!Q$> I"无解#于是
B

?

"

7

"!Q$> I"

!

?

"

7

"!Q$> I

{
"

#即B

"

#!

"

均为偶然#故有
B

"( )
?

?

O@!

4

"( )
?

?

P

I#即
B

"

?

#

4

"{ }
?

是式!@"的本原解/

若>PJ#由 >P! 的情形知 ! gE/令 E P!DP!B

"

# !

"

"

(

!#由式 ! J " 得 D

?

g7/再由式 ! G "#得

V

@

!

"( )
D

7

B

"( )
D

Q$>

7( )
D

/

因而
J7

D

?

P

B

"

D

( )?

?

O@!

!

"

D

( )?

?

7

V

?

@

!

"( )
D

?

O@!

!

"

D

( )?

?

7

"

Q$>

7( )
D

#这里用到了 V

?

@

7

E@!

Q$>

7( )
D

#且仅当DP@

或DP!或DPJ 时成立/但DP! 和DPJ 时#V

?

@

7

E@!!Q$> 7"无解#矛盾/故DP@#而从
B

"

!

#

!

"{ }
!

是式!@"的本

原解/

若>P@"#即B

?

"

O@!!

?

"

P@"7#则B

?

"

O@!!

?

"

7

B

?

"

O!!

?

"

7

"!Q$> F"#故有

B

?

"

7

"!Q$> F"

!

?

"

7

"!Q$> F

{
"

或
B

?

"

7

@!Q$> F"

!

?

"

7

!!Q$> F

{
"

或
B

?

"

7

?!Q$> F"

!

?

"

7

@!Q$> F

{
"

或
B

?

"

7

!!Q$> F"

!

?

"

7

I!Q$> F

{
"

或
B

?

"

7

I!Q$> F"

!

?

"

7

?!Q$> F

{
"

但 V

?

7

?!Q$> F"和 V

?

7

!!Q$> F"无解#故
B

"

7

"!Q$> F"

!

"

7

"!Q$> F

{
"

#即 FgE#E P!B

"#

!

"

"#从而 Fg7/但这与 V

@

?

7

E@!!Q$> 7"有解矛盾#故>

2

@"/

若>P@? 成立#由>P! 的情形知 !gE/这与 V

@

?

7

E@!!Q$> 7"有解矛盾#故>

2

@?/

若>P@! 成立#B

?

"

O@!!

?

"

P@!7#则 @!gB

"

/令B

"

P@!Z

"

代入式!J"#得 !

?

"

O@!Z

?

"

P7/由式!G"#得 V

@

Z

"

7

E

!

"

!Q$> 7"/仿上讨论#即得) E!

"

#B

"

*是式!@"的本原解/在式!C"中#当 *

@

#H

@

同号时#取 *

"

P *

@

#H

"

P

H

@

$当*

@

#H

@

异号时#取*

"

P *

@

#H

"

P H

@

#重取 V

@

为 EV

@

#则)*

"

#H

"

*是式!@"的非负本原解#且满足

式!C"/显然#同余方程!?"的解mV

@

!Q$> 7"对应不定方程!@"的同一组非负本原解)*

"

#H

"

*/引理 ! 证毕/

若)*

@

#H

@

*#)*

?

#H

?

*是式!@"的两组不同的非负本原解#满足

V

@

H

@

7

*

@

!Q$> 7"#V

?

H

?

7

*

?

!Q$> 7"

则 V

?

mV

@

不同余/

如果 V

?

7

V

@

!Q$> 7"#则 V

@

H

@

*

?

7

V

?

H

?

*

@

!Q$> 7"#于是 H

@

H

?

7

H

?

*

@

!Q$> 7"/因 @

&

*

D

h槡7#@&H

D

h

7

@!槡
#

故 @

&

H

@

*

?

#H

?

*

@

h

7

槡?
#于是H

@

*

?

PH

?

*

@

/

由!*

@

#H

@

" P!*

?

#H

?

" P@#即得*

@

P*

?

#H

@

PH

?

#矛盾/

如果 V

?

7

EV

@

!Q$> 7"#则EV

?

@

H

@

H

?

7

*

@

*

?

!Q$> 7"#即 @!H

@

H

?

7

*

@

*

?

!Q$> 7"/

因 @

&

@!H

@

H

?

#*

@

*

?

h7#故 @!H

@

H

?

P*

@

*

?

#于是 @!g*

@

*

?

/但!*

@

#@!" P@#!*

?

#@!" P@#故!*

@

*

?

#@!" P@#矛盾/

由此可得#若)*

"

#H

"

*为式!@"的一组非负本原解#则对应着式!?"的一对解 mV

@

!Q$> 7"/反之#若 mV

@

!Q$> 7"为式!?"的一对解#则对应着式!@"的一组非负本原解)*

"

#H

"

*/所以式!@"的非负本原解数是式!?"

的解数的一半/

定理 @'不定方程!@"的非负本原解数是

@

?

8

?:7

@ #

'@!( )[ ]
?

J@第 ! 期 熊军$等#不定方程H

?

P*

!

E@! 的初等解法



''由于 7

%

Y

O

#7 M@! 并且!7#@!" P@#因此式!@"的非负本原解必为正解#于是有推论 @/

推论 @'不定方程!@"的本原解数是其非负本原解数的 I 倍#即是

?

8

?:7

@ #

'@!( )[ ]
?

''下面来考察不定方程

*

?

#@!H

?

%7

!

!@""

+

?

#@!-

?

%7 !@@"

其中 7

%

Y

O

#!7#@!" P@/

若)+#-*为式!@@"的本原解#则 7

!

P!+

?

O@!-

?

"

!

P+

C

O! N@!+

I

-

?

O! N@!

?

+

?

-

I

O@!

!

-

C

/配方得 7

!

P!+

!

E!J+-

?

"

?

O@!!!+

?

-E@!-

!

"

?

/

因为!+#-" P@#必有!+#?-" P@#故!+

!

E!J+-

?

#!+

?

-E@!-

!

" P@#于是式!@""有一组本原解)+

!

E!J+-

?

#

!+

?

-E@!-

!

*/令式!@""和!@@"的本原解之集分别为 V和(#在 V和(之间建立映射1如下&

1&V

#

(

)+#-*

#

)+

!

'!J+-

?

#!+

?

-'@!-

!

*

则称1是单射/令

*

"

%+

@

!

'!J+

@

-

?

@

%+

!

?

'!J+

?

-

?

?

H

"

%!+

@

?

-

@

'@!-

@

!

%!+

?

?

-

?

'@!-

{
!

?

这时)+

@

#-

@

*#)+

?

#-

?

*

%

V#故)*

"

#H

"

*

%

(#于是方程

*

"

%+

!

'!J+-

?

%+

!

'!+!7 '+

?

" %I+

!

'!7+

即 +

!

'

!7

I

+ '

*

"

I

%" !@?"

有两个有理根 +

@

和 +

?

/但式!@?"的判别式

'I

'

!7( )
I

!

'?D

'

*

"( )
I

?

%

?D

@C

7

!

'*

( )?

"

%

FI

@C

H

?

"

%C

!H

"( )
I

?

不是一个有理数的平方#故式!@?"至多有一个有理根#于是 +

@

P+

?

/由式!@?"有 -

@

P -

?

/再由H

"

的表

达式#必有-

@

P-

?

#所以1是单射/由推论 @# V P ( h

U

#故1又是满射#从而1为双射#因此有定理 ?/

定理 ?'不定方程!@""的本原解为 *P+

!

E!J+-

?

#HP!+

?

-E@!-

!

#其中)+#-*为式!@@"的本原解#

!+#?-" P@/

显然#7 P@ 时#式!@""和!@@"的解均为) m@#"*#仍可归结为表达式!@?"/

推论 ?'不定方程*

?

O@!H

?

PI

! 的本原解为

*%+

!

'!J+-

?

#H%!+

?

-'@!-

!

#I%+

?

#@!-

?

这里!+#?-" P@/

定理 !'不定方程H

?

P*

!

E@! 仅有解*P@D#HPmD"/

证明'把H

?

P*

!

E@! 改写为H

?

O@! N@

?

P*

!

#显然!*#H" P@/由推论!?"#得

H%+

!

'!J+-

?

#@ %!+

?

-'@!-

!

#*%+

?

#@!-

?

得 + Pm?#-PE@#故*P@D#HPmD"/
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:. a.]1.1;3Z:Q1%_$]<;B$./%_A$.$;$.3A:̂^1./7

I$%&G3*

!,$%%3/3$]A:;-3Q:;147:.> <;:;17;147#,-$./01./234-.$%$/_:.> 5671.3778.193B71;_#

,-$./01./I"""CD#,-1.:"

$/012341&a. ;-17̂ :̂3B# :BV1;B:B_.$.K3Q̂;_V$6.>3> 4%$73> 4$.93W76V73;-:91./̂ B$̂3B;137$]]1W3> ^$1.;$]

.$.3Ŵ:.7193Q:̂^1./717:776Q3> 1. :B3:%5:.:4- 7̂:43$]>1]]3B3.;1:%.$BQ 1̀;- 4$.717;3.;fn;3:6W*2-37;B$./

4$.93B/3.43;-3$B3Q]$B1;3B:;19374-3Q3$]:4$QQ$. S3B$̂ $1.;$]:. 1.]1.1;3]:Q1%_$]7;B$./Q$.$;$.3Q:̂^1./7

17>1746773> :.> 17̂B$93> 6.>3B7$Q3761;:V%34$.>1;1$.7*

5)6 78290&Q$.$;$.3Q:̂^1./7$]1W3> ^$1.;$S3B$̂ $1.;$7;B$./4$.93B/3.43
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P*

!

E@! 的初等解法


