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((摘(要!介绍一类重要的纽结不变量#即$;882&24:不变量$给出了纽结$;882&24:不变量的的一些性质及

其作用在特殊纽结上的相关结论+

关键词!纽结$环链$$;882&24:不变量

((中图分类号!*#F" 文献标志码!M

纽结是三维空间中的简单闭曲线#简单闭曲线意思是连通的!连成一体的".封闭的!没有端点的".不自

交的!自己与自己不相交的#即没有粘连的"曲线+寻找拓扑不变量是拓扑学的重要议题之一#作为低维拓扑

一个分支的纽结其任务亦然+在 #"F" 年间#$+$;882&24:和H+c%788;O%:各自独立地引进了有限阶纽结不变

量的概念#也称为$;882&24:纽结不变量+显然#$;882&24:不变量是低维拓扑中相当新的一个概念+$;882&24:是

基于对流形光滑映射的判别式!即带奇异点映射"研究而引入这一概念的+后来 62OP;/ 和 Y2/ 给出了

$;882&24:不变量的公理描述+此处采用62OP;/LY2/所引进的$;882&24:不变量的定义+$;882&24:不变量是一个

极具特色的纽结不变量#比如它有着类似多项式的性质等+$;882&24:不变量引起了广泛的兴趣和关注+

$;882&24:不变量被证明至少同琼斯多项式及其源于各种量子群的一般形式具有同等作用+像纽结的 -%/b;I

多项式的系数#,%/48多项式的导数在 # 的值等被证明是 $;882&24:不变量+人们从不同的角度去研究刻画

$;882&24:不变量的特性+例如'e+*.I;P;利用纽结的相似性研究它$34?+=<;/d%O?利用辫交换子刻画其特点$

e+*.I;P;和_;O7P2e;P;?;利用-

/

DP%:4进行研究等+近年来对其研究越来越多#相信在对纽结的分类过

程中#它势必扮演比各色纽结多项式更重要的作用*#L##+

+

此处将对纽结的$;882&24:不变量进行介绍#给出了纽结$;882&24:不变量的的一些性质及其作用在特殊

纽结上的相关结论+

对值域为阿贝尔群的纽结不变量#可以通过下述线束关系'
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定义奇异纽结的不变量#其中'
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表示局部如图 #'

图 #(局部不同的纽结图表

而其余部分完全相同的纽结图表%



定义 #(设<为值域在阿贝尔群的纽结不变量#如果对任意多于 # 个奇异点的纽结有 <!'" T@#则称此

不变量为 #阶$;882&24:不变量#通常记为<

#

%

注 #(此定义可自然的扩充到环链上%

从不变量的定义及线束关系式!#"可以得到如下事实'记 '

# 为有 # 个奇异点的纽结#则交换它的一系

列交叉点而值<

#

!'

#

"不变!其值仅由奇异点位置决定"%特别地<!'

#

" T<!'
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"#其中'

#表示镜面像%再由 <
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" T@#联想到如果U'"
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"为常值映射#则对
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定义 !(设<#?为两个纽结不变量#定义它们的乘积如下'

<%?!'" *<!'"?!'" !!"

((利用归纳法易证明下面定理%

定理 #(令<#?为纽结N的$;882&24:不变量#'为有J个奇异点的纽结#则

!<%?"

!J"

!'" *

.

N

*

(##,#J)

<

! N "

!'

N

"%?

! N "

!'

N

"#N*(##,#J)UN !Q"

此定理类似于分析Y42f/2̀定理'

若 U#Y'"
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"为函数#则
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其中NT(##,#J)UN#且对NT(Z
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推论 !(若<#?分别为$阶和 #阶纽结不变量#则<%?为阶 # S$不变量%

证明(当<%?作用于任意有 # S$S# 个奇异点的纽结时#由定理 # 可知#和式中每项要么 N g$#要

么 N g$%从而<

! N "

T@ 或?

! N "

T@#所以<%?

!# S$S#"

T@%-%/b;I多项式即得证%

定义 Q(构架是指在不交圆上有 !@个点#构成 @个配对%例如图 !

图 !(%!&)构架例子

为一个构架#其中虚线表明配对%如果在环链1中一个奇异点对应构架中一对配点#则一个有 @ 个奇异点的

环链1对应一个*@+ D构架%下面的奇异环链对应图 ! 的构架'

图 Q(奇异环链

另外对于二构架'

对应的奇异纽结为'
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为有序定向的 # D分支环链#

+

JZ

!!"表示 !

J

与 !

Z

!JhZ"的环绕数 %下面给出一个 #

阶不变量的例子%

例 #(

+

JZ

!!"是阶为 # 的$;882&24:不变量%

证明(这只需证明对所有带一个顶点

的奇异环链有
+

JZ

为常数即可#其中\#[表示所在的分支号%

不失一般性#假设\

1

[%若\T[#则其对应下面的*#+/构架'

图 J(\T[对应%#&)构架

若\h[#其对应下面的*#+ D构架'

图 E(\h[对应%#&)构架

则

仅由*#+ D构架决定!即它可由J#Z#\#[来表示"#

+

JZ

为阶 # 的$;882&24:不变量%

由例 # 再结合$;882&24:不变量的线性有下面的事实'

定理 !(固定整数 #
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为阶 # 的$;882&24:不变量%

进一步地#在文献*#!+中给出了下面的定理'

定理 Q(设<

#

是 # D分支有序定向环链的阶 # 不变量#则对任意分支定向有序环链有'
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其中B

# 表示 #个分支的平凡环链%
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定理 J 说明了纽结的系数与$;882&24:不变量的关系%

定理 J(经过适当的变量替换#_%Pd&I多项式的泰勒展式的系数为有限阶的%

证明(_%Pd&I多项式的一种标准形式是以T和:为参数的多项式#且满足下列等式'
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若令TT4
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#然后展成(次幂形式#则上式可变形为'

C! " )C! " !B"

式!B"为关于(的1一团2的表达式#其中1一团2表示此部分比较复杂#但不管它是什么#此时多项式的系数

是有限阶的%

注 !(,%/48多项式是_%Pd&I多项式对:

6

! 的情况#所以由定理 J 的证明可知,%/48多项式经过适当变

量替换#它们泰勒展式的系数也为有限阶的%

注 Q(类似于定理 J 的证明#对K;7ddP;/多项式也有相同结论成立%

另外#纽结的,%/48多项式的 #阶导数在 # 的取值为 # 阶不变量#而且 ,%/48多项式的系数不是有限阶

的#但可以用有限阶不变量来逼近 *##+

%

对特殊纽结计算$;882&24:不变量有下面两个结论%

定理 E(设'

# 为有 #个奇异点的纽结#由$;882&24:线束关系式去掉奇异点计算其-%/b;I多项式#则当

拆得为平凡纽结时#9

# 的系数为 #$当拆得为分离环链时#9

# 的系数为 @%

证明(令+!'"!9"表示纽结的-%/b;I多项式#仍用 +表示其在奇异纽结上的扩展%由 -%/b;I多项式

的定义及线束关系有

+! " *+! " )+! " *9-+! " !C"

由关系式!B"知每去掉一个奇异点#9的次数升高一次再结合平凡纽结和分离环链的-%/b;I多项式即得证%

下面将描述一个关于有平凡-%/b;I多项式的纽结#当其对应的P

Q

值!此处P

Q

简记纽结的,%/48多项式

的三阶导数在 # 的值"满足一定条件时#它的$;882&24:值的特点%

定理 B(若'为有平凡-%/b;I多项式的纽结#则当 '对应的值 P

Q

为 C! 的倍数时#其三阶的 $;882&24:

值<

Q

!'"为整数%

证明(]%&I;aL$2O%给出了不变量<

Q

的计算公式'
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在文献*F+中#给出了<
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的计算公式'
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则当'有平凡的-%/b;I多项式时有'
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%当 '有平凡的 -%/b;I多项式时#式!F"变为
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#定理得证%
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