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　　Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＦｏｒｎｏｎｌｉｎｅａｒＶｏｌｔｅｒｒａｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｕｎｂｏｕｎｄｅｄｄｅｌａｙ，ｗｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｔｈｅｉｒｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆ
ｔｏｔａｌｌｙｓｔａｂｌｅａｎｄａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｂｙｕｓｉｎｇｃｅｒｔａｉｎｔｏｔａｌｓｔａｂｉｌｉｔｙｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆａｂｏｕｎｄｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：Ｖｏｌｔｅｒｒａｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ；ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓ；ｔｏｔａｌｓｔａｂｉｌｉｔｙｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ
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１　Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

Ｒｅｃｅｎｔｌｙ，ｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｄｅｌａｙｈａｓｂｅｅｎｔｒｅａｔｅｄｉｎｓｅｖｅｒａｌ

ｗｏｒｋｓ［１７］．Ｙ．ＳｏｎｇａｎｄＨ．Ｔｉａｎ［８］ ｈａｖｅｓｔｕｄｉｅｄｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃａｎｄａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒ

ｎｏｎｌｉｎｅａｒＶｏｌｔｅｒｒａｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｂｙｍｅａｎｓｏｆｃｅｒｔａｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆａｂｏｕｎｄｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｈａｍａｙａ［９］ ｈａｓ

ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｉｎｆｉｎｉｔｅｄｅｌａｙｂｙｕｓｉｎｇ

ｓｔａｂｉｌｉｔｙｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｂｏｕｎｄｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎｓ．Ｙ．ＸｉａａｎｄＳ．Ｃｈｅｎｇ［１０］ｈａｖｅｓｔｕｄｉｅｄｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｏｒｄｉｎａｒｙｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｂｙｕｓｉｎｇｇｌｏｂａｌｌｙｑｕａｓｉｕｎｉｆｏｒｍｌｙａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｓｔａｂｌｅ．Ｉｎ［１１］，Ｈａｍａｙａ

ｄｉｓｃｕｓｓｅｄｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｎｔｅｇｒｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎ

ａｎｄｔｈｏｓｅｉｎｔｈｅｉｒｌｉｍｉｔｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎｓ．Ｉｎ［１２］，Ｈａｍａｙａｄｉｓｃｕｓｓｅｄｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆａｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆａｎ

ｉｎｔｅｇｒｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｂｙｕｓｉｎｇｓｔａｂｉｌｉｔｙｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆａｂｏｕｎｄｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｓｈａｌｌｃｏｎｃｅｒｎｗｉｔｈ

ｎｏｎｌｉｎｅａｒＶｏｌｔｅｒｒａｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｕｎｂｏｕｎｄｅｄｄｅｌａｙａｎｄｄｉｓｃｕｓｓｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｔｏｔａｌｌｙｓｔａｂｌｅａｎｄ

ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｂｙｕｓｉｎｇｃｅｒｔａｉｎｔｏｔａｌｓｔａｂｉｌｉｔｙｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆａｂｏｕｎｄｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎ．

ＬｅｔＲｍｄｅｎｏｔｅＥｕｃｌｉｄｅａｎｍｓｐａｃｅ，Ｚｉｓｔｈｅｓｅｔｏｆｉｎｔｅｇｅｒｓ，Ｚ＋ｉｓｔｈｅｓｅｔｏｆｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｓａｎｄ · ｗｉｌｌ

ｄｅｎｏｔｅｔｈｅＥｕｃｌｉｄｅａｎｎｏｒｍｉｎＲｍ，ｆｏｒａｎｙｉｎｔｅｒｖａｌＩＺ：＝（－∞，＋∞），ｗｅｄｅｎｏｔｅｂｙＢＳ（Ｉ）ｔｈｅｓｅｔｏｆａｌｌ

ｂｏｕｎｄｅｄｆｕｎｃｔｉｏｎｓｍａｐｐｉｎｇＩｉｎｔｏＲｍ，ａｎｄ  Ｉ＝ｓｕｐ｛ （ｓ） ：ｓ∈Ｉ｝．

Ｎｏｗ，ｆｏｒａｎｙｆｕｎｃｔｉｏｎｘ：（－∞，ａ）→Ｒｍａｎｄｎ＜ａ，ｄｅｆｉｎｅａｆｕｎｃｔｉｏｎｘｎ：Ｚ
－ ＝（－∞，０］→Ｒｍｂｙｘｎ（ｓ）＝

ｘ（ｎ＋ｓ）ｆｏｒｓ∈Ｚ－．ＬｅｔＢＳｂｅａｒｅａｌｌｉｎｅａｒｓｐａｃｅｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎｓｍａｐｐｉｎｇＺ－ｉｎｔｏＲｍｗｉｔｈｓｕｐｎｏｒｍ：



ＢＳ＝｛ ：Ｚ－→Ｒｍ　ｗｉｔｈ　  ∞ ＝ｓｕｐ
ｓ∈Ｚ－

（ｓ） ＜∞｝

Ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅａｎａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｆ（ｎ，ｘ）：Ｚ×Ｄ→Ｒｍ，ｗｈｅｒｅＤｉｓａｎｏｐｅｎｓｅｔｉｎＲｍ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ１　ｆ（ｎ，ｘ）ｉｓｓａｉｄｔｏｂｅａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｉｎｎｕｎｉｆｏｒｍｌｙｆｏｒｘ∈Ｄ，ｉｆｆｏｒａｎｙε＞０ａｎｄａｎｙｃｏｍｐａｃｔ

ｓｅｔＫｉｎＤ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒＬ（ε，ｋ）ｓｕｃｈｔｈａｔａｎｙｉｎｔｅｒｖａｌｏｆｌｅｎｇｔｈＬ（ε，ｋ）ｃｏｎｔａｉｎｓａｎｉｎｔｅｇｅｒτ

ｆｏｒｗｈｉｃｈ

ｆ（ｎ＋τ，ｘ）－ｆ（ｎ，ｘ） ≤ε

ｆｏｒａｌｌｎ∈Ｚａｎｄａｌｌｘ∈Ｋ，ｓｕｃｈａｎｕｍｂｅｒτｉｎａｂｏｖｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｉｓｃａｌｌｅｄａｎεｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎｎｕｍｂｅｒｏｆｆ（ｎ，ｘ）．

Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｆｏｒｍｕｌａｔｅａｐｒｏｐｅｒｔｙｏｆａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ｗｈｉｃｈｉｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏｔｈｅａｂｏｖｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ，ｗｅ

ｄｉｓｃｕｓｓｔｈｅｃｏｎｃｅｐｔｏｆｔｈｅｎｏｒｍａｌｉｔｙｏｆａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．Ｎａｍｅｌｙ，Ｌｅｔｆ（ｎ，ｘ）ｂｅａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｉｎｎ

ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｆｏｒｘ∈Ｄ，ｔｈｅｎ，ｆｏｒａｎｙｓｅｑｕｅｎｃｅ｛ｈ′ｋ｝Ｚ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ｛ｈｋ｝ｏｆ｛ｈ′ｋ｝ａｎｄｆｕｎｃｔｉｏｎｇ（ｎ，

ｘ）ｓｕｃｈｔｈａｔ

ｆ（ｎ＋ｈｋ，ｘ）→ｇ（ｎ，ｘ） （１）

ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｏｎＺ×ＫａｓＫ→∞，ｗｈｅｒｅＫｉｓａｃｏｍｐａｃｔｓｅｔｉｎＤ．Ｔｈｅｒｅａｒｅｍａｎｙｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅｄｉｓｃｒｅｔｅａｌｍｏｓｔ

ｐｅｒｉｏｄｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［１０，１３］，ｗｈｉｃｈａｒｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓｆ（ｎ，ｘ）∈

Ｃ（Ｒ×Ｄ，Ｒｍ）．ＷｅｓｈａｌｌｄｅｎｏｔｅｂｙＴ（ｆ）ｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｐａｃｅｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇｏｆａｌｌｔｒａｎｓｌａｔｅｓｏｆｆ，ｔｈａｔｉｓ，ｆτ∈Ｔ（ｆ），ｗｈｅｒｅ

ｆτ（ｎ，ｘ）＝ｆ（ｎ＋τ，ｘ），　τ∈Ｚ （２）

ＬｅｔＨ（ｆ）ｄｅｎｏｔｅｔｈｅｕｎｉｆｏｒｍｃｌｏｓｕｒｅｏｆＴ（ｆ）ｉｎｔｈｅｓｅｎｓｅｏｆ（２），Ｈ（ｆ）ｉｓｃａｌｌｅｄｔｈｅｈｕｌｌｏｆｆ．Ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｗｅ

ｄｅｎｏｔｅｂｙΩ（ｆ）ｔｈｅｓｅｔｏｆａｌｌｌｉｍｉｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓｇ∈Ｈ（ｆ）ｓｕｃｈｔｈａｔｆｏｒｓｏｍｅｓｅｑｕｅｎｃｅ｛ｎｋ｝，ｎｋ→∞ ａｓＫ→∞ ａｎｄ

ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｘ）→ｇ（ｎ，ｘ）ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｏｎＺ×ＳｆｏｒａｎｙｃｏｍｐａｃｔｓｕｂｓｅｔＳｉｎＲ
ｍ．Ｂｙ（１），ｉｆｆ：Ｚ×Ｄ→Ｒｍｉｓａｌｍｏｓｔ

ｐｅｒｉｏｄｉｃｉｎｎｕｎｉｆｏｒｍｌｙｆｏｒｘ∈Ｄ，ｓｏｉｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｉｎΩ（ｆ）．Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｃｅｐｔｏｆａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｉｔｙ

ｗａｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｂｙＦｒｅｃｈｅｔｉｎｔｈｅｃａｓｅｏｆｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｆｕｎｃｔｉｏｎ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ２　ｕ（ｎ）ｉｓｓａｉｄｔｏｂｅａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｉｆｉｔｉｓａｓｕｍｏｆａａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｐ（ｎ）ａｎｄａｆｕｎｃｔｉｏｎｑ（ｎ）ｄｅｆｉｎｅｄｏｎＩ ＝［０，∞）ｗｈｉｃｈｔｅｎｄｓｔｏｚｅｒｏａｓｎ→∞，ｔｈａｔｉｓ，

ｕ（ｎ）＝ｐ（ｎ）＋ｑ（ｎ）

ｕ（ｎ）ｉｓａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｆｏｒａｎｙｓｅｑｕｅｎｃｅ｛ｎｋ｝ｓｕｃｈｔｈａｔｎｋ→∞ ａｓｋ→∞，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ

ａｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ｛ｎｋ｝ｆｏｒｗｈｉｃｈｕ（ｎ＋ｎｋ）ｃｏｎｖｅｒｇｅｓｕｎｉｆｏｒｍｌｙｏｎ０≤ｎ＜∞．

２　Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ

ＷｅｃｏｎｓｉｄｅｒａｓｙｓｔｅｍｏｆＶｏｌｔｅｒｒａｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎ

ｘ（ｎ＋１）＝ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｘ（ｎ））＋
０

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｓ，ｘ（ｎ＋ｓ），ｘ（ｎ）） （３）

ｗｈｅｒｅｆ：Ｚ×Ｒｍ→Ｒｍｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｔｓｅｃｏｎｄｖａｒｉａｂｌｅｘ∈ＲｍａｎｄＦ（ｎ，ｓ，ｘ，ｙ）ｉｓｄｅｆｉｎｅｄｆｏｒｎ∈Ｚ，ｓ∈（－∞，０］，

ｘ∈Ｒｍａｎｄｙ∈Ｒｍ，ａｎｄｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｆｏｒｘ∈Ｒｍａｎｄｙ∈Ｒｍ．

ＷｅｉｍｐｏｓｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓｏｎＥｑ．（３）：

（Ｈ１）ｆ（ｎ，ｘ）ｉｓａｎａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｉｎｎｕｎｉｆｏｒｍｌｙｆｏｒｘ∈Ｒｍ，ａｎｄＦ（ｎ，ｓ，ｘ，ｙ）ｉｓａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｉｎｎ

ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｆｏｒ（ｓ，ｘ，ｙ）∈ｋ，ｔｈａｔｉｓｆｏｒａｎｙε＞０ａｎｄａｎｙｃｏｍｐａｃｔｓｅｔｋ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｉｎｔｅｇｅｒＬ ＝Ｌ（ｃ，ｋ）＞

０ｓｕｃｈｔｈａｔａｎｙｉｎｔｅｒｖａｌｏｆｌｅｎｇｔｈＬ ｃｏｎｔａｉｎｓａτｆｏｒｗｈｉｃｈ

７
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Ｆ（ｎ＋τ，ｓ，ｘ，ｙ）－Ｆ（ｎ，ｓ，ｘ，ｙ） ≤ε

ｆｏｒａｌｌｎ∈Ｚａｎｄａｌｌ（ｓ，ｘ，ｙ）∈ｋ．

（Ｈ２）Ｆｏｒａｎｙε＞０ａｎｄａｎｙｒ＞０，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎＳ＝Ｓ（ε，ｒ）＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ


－ｓ

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ，ｓ，ｘ（ｎ＋ｓ），ｘ（ｎ）） ≤ε

ｆｏｒａｌｌｎ∈Ｚ，ｗｈｅｎｅｖｅｒ ｘ（δ） ≤ｒｆｏｒａｌｌδ≤ｎ．

（Ｈ３）Ｅｑ．（３）ｈａｓａｂｏｕｎｄｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎｕ（ｎ）ｄｅｆｉｎｅｄｏｎ［０，∞）ｗｈｉｃｈｐａｓｓｅｓｔｈｒｏｕｇｈ（０，ｕ０），ｔｈａｔｉｓｓｕｐｎ≥０
ｕ（ｎ） ＜∞ ａｎｄｕ０∈ＢＳ．

Ｆｏｒａｎｙθ，ψ∈ＢＳ，ｗｅｓｅｔρ（θ，ψ）＝
∞

ｊ＝１
ρｊ（θ，ψ）／［２

ｊ（１＋ρｊ（θ，ψ））］，ｗｈｅｒｅρｊ（θ，ψ）＝ ｓｕｐ－ｊ≤ｓ≤０
θ（ｓ）－

ψ（ｓ） ，ｃｌｅａｒｌｙ，ρ（θｎ，θ）→０ａｓｎ→∞ ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆθｎ（ｓ）→θ（ｓ）ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｏｎａｎｙｃｏｍｐａｃｔｓｕｂｓｅｔｏｆ（－∞，０］

ａｓｎ→∞．Ｗｅｄｅｎｏｔｅｂｙ（ＢＳ，ρ）ｔｈｅｓｐａｃｅｏｆｂｏｕｎｄｅｄｆｕｎｃｔｉｏｎｓ：（－∞，０］→Ｒｍｗｉｔｈｍｅｔｒｉｃρ．

ＬｅｔＫｂｅｔｈｅｃｏｍｐａｃｔｓｅｔｉｎＲｍｓｕｃｈｔｈａｔｕ（ｎ）∈ｋｆｏｒａｌｌｎ∈Ｚ，ｗｈｅｒｅｕ（ｎ）＝０（ｎ）ｆｏｒｎ≤０．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ３　Ａｂｏｕｎｄｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎｕ（ｎ）ｏｆＥｑ．（３）ｉｓｓａｉｄｔｏｂｅ

（ｉ）（ｋ０，ρ）ｓｔａｂｌｅ（ｉｎｓｈｏｒｔ，（ｋ０，ρ）－Ｓ）ｉｆｆｏｒａｎｙε＞０ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａδ（ｎ０，ε）＞０ｓｕｃｈｔｈａｔｉｆｎ０≥０，

ρ（ｘｎ０，ｕｎ０）＜δ（ｎ０，ε），ｔｈｅｎρ（ｘｎ，ｕｎ）＜εｆｏｒａｌｌｎ≥ｎ０，ｗｈｅｒｅｘ（ｎ）ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（３）ｔｈｒｏｕｇｈ（ｎ０，）ｓｕｃｈ

ｔｈａｔｘｎ０（ｓ）＝（ｓ）∈ｋｆｏｒａｌｌｓ≤０．

（ｉｉ）（ｋ０，ρ）ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｓｔａｂｌｅ（ｉｎｓｈｏｒｔ，（ｋ０，ρ）－ＵＳ）ｉｆｆｏｒａｎｙε＞０ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａδ（ε）＞０ｓｕｃｈｔｈａｔｉｆ

ｎ０≥０，ρ（ｘｎ０，ｕｎ０）＜δ（ε），ｔｈｅｎρ（ｘｎ，ｕｎ）＜εｆｏｒａｌｌｎ≥ｎ０，ｗｈｅｒｅｘ（ｎ）ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（３）ｔｈｒｏｕｇｈ（ｎ０，）ｓｕｃｈ

ｔｈａｔｘｎ０（ｓ）＝（ｓ）∈ｋｆｏｒａｌｌｓ≤０．

（ｉｉｉ）（ｋ０，ρ）ｅｑｕｉａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｓｔａｂｌｅ（ｉｎｓｈｏｒｔ，（ｋ０，ρ）－ＥＡＳ）ｉｆｉｔｉｓ（ｋ０，ρ）－Ｓａｎｄｆｏｒａｎｙε＞０，ｔｈｅｒｅ

ｅｘｉｓｔｓａδ０（ｎ０）＞０ａｎｄａＴ（ｎ０，ε）＞０ｓｕｃｈｔｈａｔｉｆｎ０≥０，ρ（ｘｎ０，ｕｎ０）＜δ０（ｎ０），ｔｈｅｎρ（ｘｎ，ｕｎ）＜εｆｏｒａｌｌｎ≥ｎ０＋

Ｔ（ε），ｗｈｅｒｅｘ（ｎ）ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（３）ｔｈｒｏｕｇｈ（ｎ０，）ｓｕｃｈｔｈａｔｘｎ０（ｓ）＝（ｓ）∈ｋｆｏｒａｌｌｓ≤０．

（ｉｖ）（ｋ０，ρ）ｕｎｉｆｏｒｍｌｙａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｓｔａｂｌｅ（ｉｎｓｈｏｒｔ，（ｋ０，ρ）－ＵＡＳ）ｉｆｉｔｉｓ（ｋ０，ρ）－ＵＳａｎｄｉｓ（ｋ０，ρ）

ｑｕａｓｉｕｎｉｆｏｒｍｌｙａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｓｔａｂｌｅ，ｔｈａｔｉｓ，ｉｆｔｈｅδ０ａｎｄｔｈｅＴｉｎａｂｏｖｅ（ｉｉｉ）ａｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｎ０（ｆｏｒａｎｙε＞０

ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａδ０＞０ａｎｄａＴ（ε）＞０ｓｕｃｈｔｈａｔｉｆｎ０≥０，ρ（ｘｎ０，ｕｎ０）＜δ０，ｔｈｅｎρ（ｕｎ，ｕｎ）＜εｆｏｒａｌｌｎ≥ｎ０＋Ｔ（ε），

ｗｈｅｒｅｘ（ｎ）ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（３）ｔｈｒｏｕｇｈ（ｎ０，）ｓｕｃｈｔｈａｔｘｎ０（ｓ）＝（ｓ）∈ｋｆｏｒａｌｌｓ≤０．）．

（ｖ）（ｋ０，ρ）ｅｖｅｎｔｕａｌｌｙｔｏｔａｌｌｙｓｔａｂｌｅ（ｉｎｓｈｏｒｔ，（ｋ０，ρ）－ＥＴＳ），ｉｆｆｏｒａｎｙε＞０，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａδ（ε）＞０ａｎｄ

α（ε）ｓｕｃｈｔｈａｔｉｆｎ０≥α（ε），ρ（ｘｎ０，ｕｎ０）＜δ（ε）ａｎｄｈ∈ＢＳ（［ｎ０，∞））ｗｈｉｃｈｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｈ ［ｎ０，∞）＜δ（ε），ｔｈｅｎ

ρ（ｘｎ０，ｕｎ０）＜δ（ε）ｆｏｒａｌｌｎ≥ｎ０，ｗｈｅｒｅｘ（ｎ）ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ

ｘ（ｎ＋１）＝ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｘ（ｎ））＋
０

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｓ，ｘ（ｎ＋ｓ），ｘ（ｎ））＋ｈ（ｎ）

ｔｈｒｏｕｇｈ（ｎ０，）ｓｕｃｈｔｈａｔｘｎ０（ｓ）＝（ｓ）∈ｋｆｏｒａｌｌｓ≤０．Ｉｆｗｅｃａｎｃｈｏｏｓｅα（ε）≡０，ｔｈｅｎｕ（ｎ）ｉｓｓａｉｄｔｏｂｅ

（ｋ０，ρ）ｔｏｔａｌｌｙｓｔａｂｌｅ（ｉｎｓｈｏｒｔ，（ｋ０，ρ）－ＴＳ）．Ｉｎｔｈｅｃａｓｅｗｈｅｒｅｈ（ｎ）≡０，ｔｈｉｓｇｉｖｅｓｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅ（ｋ０，ρ）

－ＵＳｏｆｕ（ｎ）．

Ｗｈｅｎｗｅｒｅｓｔｒｉｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓｘｔｏｔｈｏｓｅｗｈｉｃｈｒｅｍａｉｎｉｎｋ０，ｔｈａｔｉｓ，ｘ（ｎ）∈ｋ０ｆｏｒａｌｌｎ≥ｎ０，ｗｅｓａｙｔｈａｔｕ（ｎ）ｉｓ

ｒｅｌａｔｉｖｅｌｙｅｖｅｎｔｕａｌｌｙｔｏｔａｌｌｙ（ｋ０，ρ）ｓｔａｂｌｅ（ｉｎｓｈｏｒｔ，（ｋ０，ρ）－ＲＥＴＳ）ａｎｄｓｏｏｎ．

８
!"#$%&&'

（
()*&+

）
,

２９
-



３　ＭａｉｎＲｅｓｕｌｔｓ

Ｔｈｅｏｒｅｍ１　Ｕｎｄｅｒｔｈｅａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ（Ａ）ｔｈｒｏｕｇｈ（Ｄ），ｉｆｔｈｅｂｏｕｎｄｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎｕ（ｎ）ｏｆ（３）ｉｓ（ｋ０，ρ）－

ＲＥＴＳ，ｔｈｅｎｕ（ｎ）ｉｓａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃ．

Ｐｒｏｏｆ　Ｌｅｔ｛ｎｋ｝ｂｅａｓｅｑｕｅｎｃｅｓｕｃｈｔｈａｔｎｋ→∞ ａｓｋ→∞．Ｉｆｗｅｓｅｔ　ｕ
ｋ（ｎ）＝ｕ（ｎ＋ｎｋ），ｋ＝１，２，…，

ｕｋ（ｎ）ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ

ｘ（ｎ＋１）＝ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｘ（ｎ））＋
０

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｓ，ｘ（ｎ＋ｓ），ｘ（ｎ））

ａｎｄｕｋ（ｎ）ｒｅｍａｉｎｓｉｎｋ０．Ｓｉｎｃｅｕ（ｎ）ｉｓｒｅｌａｔｉｖｅｌｙｅｖｅｎｔｕａｌｌｙｔｏｔａｌｌｙ（ｋ０，ρ）ｓｔａｂｌｅ，ｕ
ｋ（ｎ）ｉｓａｌｓｏｒｅｌａｔｉｖｅｌｙ

ｅｖｅｎｔｕａｌｌｙｔｏｔａｌｌｙ（ｋ０，ρ）ｓｔａｂｌｅｗｉｔｈｔｈｅｓａｍｅ（δ（·），α（·））ａｓｆｏｒｕ（ｎ）．

Ｆｏｒｇｉｖｅｎε＞０，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｋ１（ε）ｓｕｃｈｔｈａｔｎｋ≥α（ε）ｉｆｋ≥ｋ１（ε）．Ｔａｋｉｎｇａｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ

ｉｆｎｅｃｅｓｓａｒｙ，ｗｅｃａｎａｓｓｕｍｅｔｈａｔｕｋ（ｎ）ｃｏｎｖｅｒｇｅｓｕｎｉｆｏｒｍｌｙｏｎａｎｙｃｏｍｐａｃｔｓｅｔｉｎ（－∞，０］ａｓｋ→∞ ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ

ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｋ２（ε）ｓｕｃｈｔｈａｔｉｆｋ，ｍ≥ｋ２（ε），ρ（ｕ
ｋ
０，ｕ

ｍ
０）＜δ（ε）．Ｃｌｅａｒｌｙｕ

ｍ（ｎ）＝ｕ（ｎ＋ｎｍ）ｉｓａ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ

ｘ（ｎ＋１）＝ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｘ（ｎ））＋
０

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｓ，ｘ（ｎ＋ｓ），ｘ（ｎ））＋ｈ（ｎ） （４）

ａｎｄｕｍ（ｎ）∈ｋ０ｆｏｒａｌｌｎ∈Ｚ，ｗｈｅｒｅ

ｈ（ｎ）＝ｆ（ｎ＋ｎｍ，ｕ
ｍ（ｎ））＋

０

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ＋ｎｍ，ｓ，ｕ

ｍ（ｎ＋ｓ），ｕｍ（ｎ））－

ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｕ
ｍ（ｎ））＋

０

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｓ，ｕ

ｍ（ｎ＋ｓ），ｕｍ（ｎ））

　　Ｗｅｓｈａｌｌｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｋ０（ε）ｓｕｃｈｔｈａｔｉｆｋ，ｍ≥ｋ０（ε）， ｈ（ｎ） ＜δ（ε）ｆｏｒｎ≥０，

ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｃ＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ ｘ≤ｃｆｏｒａｌｌｘ∈ｋ０．Ｉｔｉｓｃｌｅａｒｔｈａｔｕ
ｋ（ｎ）≤ｃａｎｄｕｍ（ｎ）≤ｃｆｏｒａｌｌｎ∈Ｚ．Ｂｙ

ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ（Ｈ２），ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎＳ＝Ｓ（ｃ，ε）＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ


－ｓ

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ＋ｎｍ，ｓ，ｕ

ｍ（ｎ＋ｓ），ｕｍ（ｎ））≤δ（ε）／５　　　ｆｏｒａｌｌｎ∈Ｚ


－ｓ

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｓ，ｕ

ｍ（ｎ＋ｓ），ｕｍ（ｎ））≤δ（ε）／５　　　ｆｏｒａｌｌｎ∈Ｚ

Ｓｉｎｃｅｆ（ｎ，ｘ）ａｎｄＦ（ｎ，ｓ，ｘ，ｙ）ａｒｅａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｉｎｔｆｏｒｔｈｉｓＳ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｋ０（ε）≥

ｍａｘ（ｋ１（ε），ｋ２（ε））ｓｕｃｈｔｈａｔｉｆｋ，ｍ≥ｋ０（ε）．

Ｆ（ｎ＋ｎｍ，ｓ，ｕ
ｍ（ｎ＋ｓ），ｕｍ（ｎ））－Ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｓ，ｕ

ｍ（ｎ＋ｓ），ｕｍ（ｎ）） ＜δ（ε）／５ｓ

ｆｏｒａｌｌ　ｎ∈Ｚａｎｄ－ｓ≤ｓ＜０

ｆ（ｎ＋ｎｍ，ｕ
ｍ（ｎ））－ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｕ

ｍ（ｎ）） ＜δ（ε）／５ｆｏｒａｌｌｎ∈Ｚ

Ｓｉｎｃｅｗｅｈａｖｅ


０

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ＋ｎｍ，ｓ，ｕ

ｍ（ｎ＋ｓ），ｕｍ（ｎ））－
０

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｓ，ｕ

ｍ（ｎ＋ｓ），ｕｍ（ｎ）） ≤


－ｓ

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ＋ｎｍ，ｓ，ｕ

ｍ（ｎ＋ｓ），ｕｍ（ｎ）） －
－ｓ

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｓ，ｕ

ｍ（ｎ＋ｓ），ｕｍ（ｎ）） －
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０

ｓ＝－ｓ
Ｆ（ｎ＋ｎｍ，ｓ，ｕ

ｍ（ｎ＋ｓ），ｕｍ（ｎ）－Ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｓ，ｕ
ｍ（ｎ＋ｓ），ｕｍ（ｎ）））

　　Ｗｅｏｂｔａｉｎ ｈ（ｎ） ＜δ（ε）ｆｏｒｎ≥０ｉｆｋ，ｍ≥ｋ０（ε）．Ｓｉｎｃｅｕ
ｍ（ｎ）ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（４）ｗｈｉｃｈｒｅｍａｉｎｓｉｎｋ０

ａｎｄｕｋ（ｎ）ｉｓｒｅｌａｔｉｖｅｌｙｅｖｅｎｔｕａｌｌｙｔｏｔａｌｌｙ（ｋ０，ρ）ｓｔａｂｌｅ，ｗｅｈａｖｅρ（ｕ
ｋ
ｎ，ｕ

ｍ
ｎ）＜εｆｏｒａｌｌｎ≥０ｉｆｋ，ｍ≥ｋ０（ε）．Ｔｈｉｓ

ｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｉｆｋ，ｍ≥ｋ０（ε），

ｕ（ｎ＋ｎｋ）－ｕ（ｎ＋ｎｍ） ≤ ｓｕｐ
ｓ∈［－１，０］

ｕ（ｎ＋ｎｋ＋ｓ）－ｕ（ｎ＋ｎｍ ＋ｓ） ＜４ε

ｆｏｒａｌｌε≤１／４ａｎｄａｌｌｎ≥０．Ｔｈｕｓｗｅｓｅｅｔｈａｔｆｏｒａｎｙｓｅｑｕｅｎｃｅ｛ｎｋ｝ｓｕｃｈｔｈａｔｎｋ→∞ ａｓｋ→∞，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａ

ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ｛ｎｋｊ｝ｏｆ｛ｎｋ｝ｆｏｒｗｈｉｃｈｕ（ｎ＋ｎｋｊ）ｃｏｎｖｅｒｇｅｓｕｎｉｆｏｒｍｌｙｏｎ［０，∞）ａｓｊ→∞ ．Ｔｈｉｓｓｈｏｗｓｔｈａｔｕ（ｎ）ｉｓ

ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｉｎｎ．

ＷｅｄｏｎｔｅｂｙΩ（ｆ，Ｆ）ｔｈｅｓｅｔｏｆａｌｌｌｉｍｉｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓ（ｇ（ｎ，ｘ），Ｇ（ｎ，ｓ，ｘ，ｙ））ｓｕｃｈｔｈａｔｆｏｒｓｏｍｅｓｅｑｕｅｎｃｅ

｛ｎｋ｝，ｎｋ→∞ ａｓｋ→∞，ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｘ）ｃｏｎｖｅｒｇｅｓｔｏｇ（ｎ，ｘ）ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｏｎＺ×ＳｆｏｒａｎｙｃｏｍｐａｃｔｓｕｂｓｅｔＳｉｎＲ
ｎａｎｄ

Ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｓ，ｘ，ｙ）ｃｏｎｖｅｒｇｅｓｔｏＧ（ｎ，ｓ，ｘ，ｙ）ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｏｎＺ×Ｓ ｆｏｒａｎｙｃｏｍｐａｃｔｓｕｂｓｅｔＳ ｉｎＺ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｗｅ

ｄｅｎｏｔｅｂｙ（ｖ，ｇ，Ｇ）∈Ω（ｕ，ｆ，Ｆ）ｗｈｅｎｆｏｒｔｈｅｓａｍｅｓｅｑｕｅｎｃｅ｛ｎｋ｝，ｕ（ｎ＋ｎｋ）→ｖ（ｎ）ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｏｎａｎｙｃｏｍｐａｃｔ

ｓｕｂｓｅｔｉｎＺａｓｋ→∞．Ｔｈｅｎａｓｙｓｔｅｍ

ｘ（ｎ＋１）＝ｇ（ｎ，ｘ（ｎ））＋
０

ｓ＝－∞
Ｇ（ｎ，ｓ，ｘ（ｎ＋ｓ），ｘ（ｎ）） （５）

ｉｓｃａｌｌｅｄａｌｉｍｉｔｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎｏｆ（３）ｗｈｅｎ（ｇ，Ｇ）∈Ω（ｆ，Ｆ）ａｎｄｖ（ｎ）ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（５）ｗｈｅｎ（ｖ，ｇ，Ｇ）∈Ω（ｕ，

ｆ，Ｆ）．

Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｓ，ｗｅｌｅｔＫｂｅｔｈｅｃｏｍｐａｃｔｓｅｔｓｕｃｈｔｈａｔｋ＝Ｎ（ε０，ｋ０）ｆｏｒｓｏｍｅε０＞０，ｗｈｅｒｅＮ（ε０，ｋ０）

ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｃｌｏｓｕｒｅｏｆｔｈｅε０ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄＮ（ε０，ｋ０）ｏｆｋ０．

Ｔｈｅｏｒｅｍ２　Ｕｎｄｅｒｔｈｅａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ（Ａ）ｔｈｒｏｕｇｈ（Ｄ），ａｓｓｕｍｅｔｈａｔｓｙｓｔｅｍ（３）ａｄｍｉｔｓａｌｉｍｉｔｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ

（５）ｗｈｏｓｅｓｏｌｕｔｉｏｎｖ（ｎ）ｓｕｃｈｔｈａｔ（ｖ，ｇ，Ｇ）∈Ω（ｕ，ｆ，Ｆ）ｉｓ（ｋ０，ρ）－ＴＳ，ｔｈｅｎｕ（ｎ）ｉｓ（ｋ０，ρ）－ＥＴＳ．

Ｐｒｏｏｆ　Ｓｉｎｃｅ（ｖ，ｇ，Ｇ）∈Ω（ｕ，ｆ，Ｆ），ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｓｅｑｕｅｎｃｅ｛ｎｋ｝，ｎｋ→∞ ａｓｋ→∞，ｓｕｃｈｔｈａｔｆ（ｎ＋ｎｋ，ｘ）

→ｇ（ｎ，ｓ）ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｏｎＺ×Ｋ，Ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｓ，ｘ，ｙ）→Ｇ（ｎ，ｓ，ｘ，ｙ）ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｏｎＺ×Ｓ ×Ｋ×Ｋｆｏｒａｎｙｃｏｍｐａｃｔｓｅｔ

Ｓ ｉｎ（－∞，０］ａｎｄｕ（ｎ＋ｎｋ）→ｖ（ｎ）ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｏｎａｎｙｃｏｍｐａｃｔｓｅｔｉｎＺａｓｋ→∞ ．Ｉｆｗｅｓｅｔｕ
ｋ（ｎ）＝ｕ（ｎ＋

ｎｋ），ｋ＝１，２，…，ｕ
ｋ（ｎ）ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ

ｘ（ｎ＋１）＝ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｘ（ｎ））＋
０

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｓ，ｘ（ｎ＋ｓ），ｘ（ｎ）） （６）

ａｎｄｕｋ０（ｓ）∈ｋ０ｆｏｒａｌｌｓ≤０．Ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｃ＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ ｘ≤ｃｆｏｒａｌｌｘ∈ｋ．Ｌｅｔｘ（δ）ｂｅａｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｓｕｃｈｔｈａｔｘ（δ）∈ｋｆｏｒａｌｌδ≤ｎ．Ｂｙａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ（Ｈ２），ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎＳ＝Ｓ（ｃ，ε）＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ


－ｓ

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｓ，ｘ（ｎ＋ｓ），ｘ（ｎ）） ≤δ（δ（ε／２）／２）／５

ｗｈｅｒｅδ（·）ｉｓｔｈｅｎｕｍｂｅｒｆｏｒｔｈｅｔｏｔａｌ（ｋ０，ρ）ｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｖ（ｎ）．ＳｉｎｃｅＦ（ｎ＋ｎｋ，ｓ，ｘ，ｙ）→Ｇ（ｎ，ｓ，ｘ，ｙ），

ｗｅｈａｖｅ


－ｓ

ｓ＝－∞
Ｇ（ｎ，ｓ，ｘ（ｎ＋ｓ），ｘ（ｎ）） ≤δ（δ（ε／２）／２）／５

ｆｏｒｔｈｅｓａｍｅＳ．Ｔｈｕｓ，ｂｙｔｈｅｓａｍｅａｒｇｕｍｅｎｔｉｎｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ１，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒＫ０（ε）ｓｕｃｈ

ｔｈａｔｉｆＫ≥Ｋ０（ε），
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（
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）
,

２９
-



ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｘ（ｎ））－
０

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ＋ｎｋ，ｓ，ｘ（ｎ＋ｓ），ｘ（ｎ））－

ｇ（ｎ，ｘ（ｎ））－
０

ｓ＝－∞
Ｇ（ｎ，ｓ，ｘ（ｎ＋ｓ），ｘ（ｎ）） ＜δ（δ（ε／２）／２） （７）

ａｎｄρ（ｕｋ０，ｖ０）＜δ（δ（ε／２）／２）．Ｓｉｎｃｅｕ
ｋ（ｎ）ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（６），ｕｋ（ｎ）ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ

ｘ（ｎ＋１）＝ｇ（ｎ，ｘ（ｎ））－
０

ｓ＝－∞
Ｇ（ｎ，ｓ，ｘ（ｎ＋ｓ），ｘ（ｎ））

ｗｈｅｒｅｕｋ０（ｓ）∈ｋ０ｆｏｒａｌｌｓ≤０．Ｓｉｎｃｅρ（ｕ
ｋ
０，ｖ０）＜δ（δ（ε／２）／２），ｂｙ（７）ａｎｄｉｆＫ≥Ｋ０（ε）ａｎｄｓｉｎｃｅｖ（ｎ）ｉｓｔｏｔａｌｌｙ

（ｋ０，ρ）ｓｔａｂｌｅ，ｗｅｈａｖｅ

ρ（ｕｋｎ，ｖｎ）＜δ（ε／２）／２　　ｆｏｒａｌｌｔ≥０ （８）

　　Ｗｅｌｅｔｍ＝Ｋ０（ε）ａｎｄα（ε）＝ｎｍ．Ｗｅｓｈａｌｌｓｈｏｗｔｈａｔｉｆｎ０≥α（ε），ρ（ｕｎ０，ｙｎ０）＜δ（ε／２）／２ａｎｄ ｈ（ｎ）

＜δ（ε／２）／２ｆｏｒｎ≥ｎ０，ｗｈｅｒｅｙ（ｎ）ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ

ｘ（ｎ＋１）＝ｆ（ｎ，ｘ（ｎ））－
０

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ，ｓ，ｘ（ｎ＋ｓ），ｘ（ｎ））＋ｈ（ｎ）

ｓｕｃｈｔｈａｔｙｎ０（ｓ）∈ｋ０ｆｏｒａｌｌｓ≤０．Ｎｏｗｗｅａｓｓｕｍｅｔｈａｔρ（ｕδ，ｙδ）＝εｆｏｒａδ＞ｎ０ａｎｄρ（ｕｎ，ｙｎ）＜εｆｏｒｎ０≤ｎ＜δ，

ｉｆｗｅｓｅｔｚ（ｎ）＝ｙ（ｎ＋ｎｍ），ｚ（ｎ）ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｄｅｆｉｎｅｄｏｎｎ０－ｎｍ≤ｎ≤δ－ｎｍｏｆ

ｘ（ｎ＋１）＝ｆ（ｎ＋ｎｍ，ｘ（ｎ））＋
０

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ＋ｎｍ，ｓ，ｘ（ｎ＋ｓ），ｘ（ｎ））＋ｈ（ｎ＋ｎｍ）

ｓｕｃｈｔｈａｔｚｎ０－ｎｍ（ｓ）＝ｙｎ０（ｓ）∈ｋ０ｆｏｒａｌｌｓ≤０．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｚ（ｎ）ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ

ｘ（ｎ＋１）＝ｇ（ｎ，ｘ（ｎ））－
０

ｓ＝－∞
Ｇ（ｎ，ｓ，ｘ（ｎ＋ｓ），ｘ（ｎ））＋ｑ（ｎ）

ｗｈｅｒｅｑ（ｎ）＝ｆ（ｎ＋ｎｍ，ｚ（ｎ））－
０

ｓ＝－∞
Ｆ（ｎ＋ｎｍ，ｓ，ｚ（ｎ＋ｓ），ｚ（ｎ））＋ｈ（ｎ＋ｎｍ）－ｇ（ｎ，ｚ（ｎ））－

０

ｓ＝－∞
Ｇ（ｎ，ｓ，

ｚ（ｎ＋ｓ），ｚ（ｎ））．

Ｓｉｎｃｅ ｚ（ｎ） ≤ｃｆｏｒｎ≤δ－ｎｍａｎｄｓｍａｌｌε＞０ａｎｄｓｉｎｃｅ ｈ（ｎ＋ｎｍ） ＜δ（ε／２）／２ｆｏｒｎ≥ｎ０－ｎｍ，ｗｅ

ｈａｖｅ ｑ（ｎ） ＜δ（ε／２）ｆｏｒｎ０－ｎｍ≤ｎ≤δ－ｎｍｂｙ（７）．Ｓｉｎｃｅｎ０≥ｎｍａｎｄρ（ｖｎ０－ｎｍ，ｕｎ０）＜δ（ε／２）／２ｂｙ（８）

ａｎｄρ（ｕｎ０，ｚｎ０－ｎｍ）＝ρ（ｕｎ０，ｙｎ０）＜δ（ε／２）／２，ｗｅｈａｖｅρ（ｖｎ０－ｎｍ，ｚｎ０－ｎｍ）≤ρ（ｖｎ０－ｎｍ，ｕｎ０）＋ρ（ｕｎ０，ｚｎ０－ｎｍ）＜δ（ε／２）．

Ｔｈｕｓｔｈｅｔｏｔａｌｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｖ（ｎ）ｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔρ（ｖδ－ｎｍ，ｚδ－ｎｍ）＜ε／２．

Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，Ｅｑ．（８）ｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔρ（ｕｎ，ｖｎ－ｎｍ）＜δ（ε／２）／２ｆｏｒｎ≥ｎ０．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｉｆｎ０≥α（ε），ρ（ｕｎ０，ｙｎ０）＜δ（ε／２）／２ａｎｄ ｈ（ｎ） ＜δ（ε／２）／２ｆｏｒｎ≥ｎ０，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅρ（ｕδ，

ｙδ）≤ρ（ｕδ，ｖδ－ｔｍ）＋ρ（ｖδ－ｔｍ，ｚδ－ｔｍ）＜ε．Ｔｈｉｓｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓρ（ｕδ，ｙδ）＝ε．Ｔｈｕｓρ（ｕｎ，ｙｎ）＜εｆｏｒａｌｌｎ≥ｎ０，ｉｆｎ０≥

α（ε），ρ（ｕｎ０，ｙｎ０）＜δ
（ε）ａｎｄ ｈ（ｎ） ＜δ（ε）ｆｏｒａｌｌｎ≥ｎ０，ｗｈｅｒｅδ（ε）＝δ（ε／２）／２．Ｔｈｉｓｓｈｏｗｓｔｈａｔ

ｕ（ｎ）ｉｓｅｖｅｎｔｕａｌｌｙｔｏｔａｌｌｙ（ｋ０，ρ）－ｓｔａｂｌｅ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ
［１］ＩＧＮＡＴＹＥＶＡＯ，ＩＧＮＡＴＹＥＶＯＡ．Ｏｎｔｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｉｎｐｅｒｉｏｄｉｃａｎｄａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００６，３１３（２）：６７８６８８

［２］ＺＨＡＮＧＳ，ＬＩＵＰ，ＧＯＰＡＬＳＡＭＹＫ．Ａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｎｏｎａｕｔｏｎｏｍｏｕｓｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ

Ａｎａｌｙｓｉｓ，２００２，８１（２）：２８１３０１

［３］ＡＧＡＲＷＡＬＲＰ，ＲＥＧＡＮＤＯ，ＷＯＮＧＰＪＹ．Ｏｎｃｏｎｓｔａｎｔ－ｓｉｇｎｐｅｒｉｏｄｉｃａｎｄａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆａｓｙｓｔｅｍｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
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ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔＭａｔｈＡｐｐｌ，２００５（５０）：１７２５１７５４

［４］ＨＡＭＡＹＡＹ．ＯｎｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆａｎｏｎｌｉｎｅａｒＶｏｌｔｅｒｒａｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆ

ＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＥｑｕａｔｉｏｎｓ（ＩＪＤＥ），２００７，２（２）：１８７１９６

［５］ＣＨＯＩＳＫ，ＫＯＯＮ．ＡｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｓｃｒｅｔｅＶｏｌｔｅｒｒａｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｕｎｂｏｕｎｄｅｄｄｅｌａｙ［Ｊ］．Ａｄｖａｎｃｅｓｉｎ

ＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＥｑｕａｔｉｏｎｓ，２００８：１３１５

［６］ＳＯＮＧＹ．ＡｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｄｉｓｃｒｅｔｅＶｏｌｔｅｒｒａｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＪＭａｔｈＡｎａｌＡｐｐｌ，２００６（３１４）：１７４１９４

［７］ＳＯＮＧＹ．Ｐｅｒｉｏｄｉｃａｎｄａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｆｉｎｉｔｅｄｅｌａｙ［Ｊ］．ＡｄｖＤｉｆｆｅｒＥｑｕ，２００７：１５１７
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