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定义 C(设8是一个半群#

#

是8上的同余关系#B是8上的幂半群#)是半群8上的同余关系
#

诱导的

幂半群 B上的同余关系#则称 B为8上的粗糙幂半群'

定义 "(设)是半群8上的同余关系诱导
#

的幂半群 B 上的同余关系#

B

)

的下近似和上近似可以表示



为'

0

)

T-%X&

)

%X&

)

7

B.#

B

)

T-%X&

)

%X&

)

0

B

+8

.'

定理 A(设 )是半群 8上的同余关系诱导的幂半群 B 上的同余关系#在商集
B

)

中定义%X&

)

%Y&

)

T

%XY&

)

#则
B

)

是8上的粗糙幂半群#称为粗糙幂半群 B关于同余)的粗糙商半群'

证明(易证
B

)

是8上的幂半群'下证
B

)

是一个粗糙半群'

A"

/

%X&

)

#%Y&

)

%

B

)

#有X#Y

%

B'因为 B是粗糙半群#所以XY

%

B#%XY&

)

0

B

+8

'故%XY&

)

%

B

)

'

!" 因为 B是粗糙半群#故
/

X#Y#H

%

B#!XY"HTX!YH"'所以!%X&

)

%Y&

)

" %H&

)

T%XY&

)

%H&

)

T

%XYH&

)

T%X!YH"&

)

T%X&

)

%YH&

)

T%X&

)

!%Y&

)

%H&

)

"#故
B

)

中结合律成立'

所以
B

)

是8上的粗糙幂半群'

定理 !(设+是粗糙半群8

A

到粗糙半群8

!

的粗糙同态#B

A

是 8

A

上的粗糙幂半群#记 B

!

T-+!X" X

%

B

A

.#若+!B

A

" TB

!

#则 B

!

是8

!

上的粗糙幂半群'

证明(由文献%A&中定理 !'A 的证明可知#B

!

是8

!

上的幂半群#且+是 B

A

到 B

!

的满同态'

设)

!

是半群8

!

上的同余关系
#

!

诱导的幂半群 B

!

上的同余关系'

A"

/

X

!

#Y

!

%

B

!

#则
3

X

A

#Y

A

使+!X

A

" TX

!

#+!Y

A

" TY

!

'X

!

Y

!

T+!X

A

"+!Y

A

" T+!X

A

Y

A

"

%

+!B

A

" TB

!

'

!"

/

X

!

#Y

!

#H

!

%

B

!

则
3

X

A

#Y

A

#H

A

使+!X

A

" TX

!

#+!Y

A

" TY

!

#+!H

A

" TH

!

#X

!

!Y

!

H

!

" T+!X

A

"+!Y

A

H

A

" T+

!X

A

"%+!Y

A

"+!H

A

"& T+!X

A

"%+!Y

A

H

A

"& T+!X

A

Y

A

H

A

" T+%!X

A

Y

A

"H

A

& T%+!X

A

"+!Y

A

"&+!H

A

"'

所以 B

!

是8

!

上的粗糙幂半群'

定理 H(设+是粗糙半群8

A

到粗糙半群8

!

的粗糙同态#B

!

是8

!

上的粗糙幂半群#记 B

A

T-+

DA

!X" X

%

B

!

.#若+!B

A

" TB

!

#则 B

A

是8

A

上的粗糙幂半群'

证明(略'

定理 G(设)是半群8上的同余关系诱导的幂半群 B上的同余关系#即)是粗糙幂半群 B 上的同余关

系#则 B m

B

)

'

证明(设+'

B

"

B

)

X

"

%X&

)

#

/

X

%

B#则%X&

)

0

B

+8

'所以+!X" T%X&

)

%

B

)

#+是映射'

/

%H&

)

%

B

)

#则%H&

)

0

B

+8

'故H

%

B'而+!H" T%H&

)

#所以+是满射'

/

X#Y

%

B#XY

%

B#%X&

)

0

B

+8

#+!XY" T%XY&

)

T%X&

)

%Y&

)

T+!X"+!Y"#所以+是一个同态满射'

定理 E(B

A

为粗糙幂半群8

A

上的粗糙幂半群#B

!

为粗糙半群8

!

上的粗糙幂半群#若+'B

A

"

B

!

为粗糙同

态映射#则 l4L+T-!X#Y"

%

B

A

oB

!

+!X" T+!Y".是 B

A

上的同余'

证明(容易证明 l4L+是等价关系'下证 l4L+是同余关系'

设!X#H"

%

l4L+#!Y#>"

%

l4L+#则 +!X" T+!H"#+!Y" T+!>"$故 +!XY" T+!X"+!Y" T+!H"+!>" T+

!H>"$所以!XY#H>"

%

l4L+#因此 l4L+是同余关系'

定理 #(B

A

为粗糙幂半群8

A

上的粗糙幂半群#B

!

为粗糙半群8

!

上的粗糙幂半群#若+'B

A

"

B

!

为粗糙同

态映射#则
B

A

l4L+

与+!B

A

"粗糙同构'

证明(令WTl4L+#设
0

'

B

A

l4L+

"

+!B

A

"

%X&

W

"

+!X"

'

"CE 重庆工商大学学报!自然科学版" 第 !" 卷



A" 设%X&

W

T%Y&

W

#由于 l4L+是一个等价关系#所以!X#Y"

%

l4L+#故 +!X" T+!Y"#即
0

!%X&

W

" T

0

!%Y&

W

"#故
0

是映射'

!" 若
0

!%X&

W

" T

0

!%Y&

W

"#则+!X" T+!Y"#即!X#Y"

%

l4L+#所以%X&

W

T%Y&

W

#故
0

是单射'

H"

/

Y

%

+!B

A

"

7

B

!

#由于 +'B

A

"

B

!

为粗糙同态映射#所以
3

X

%

B

A

#使 +!X" TY#而%X&

W

%

B

A

l4L+

#且

0

!%X&

W

" T+!X" TY'故
0

是满射'

G"

/

%X&

W

#%Y&

W

%

B

A

l4L+

#由于
0

!%X&

W

%Y&

W

" T

0

!%XY&

W

" T+!XY" T+!X"+!Y" T

0

!%X&

W

"

0

!%Y&

W

"#故

0

是同构映射'

所以
0

是同构映射#

B

A

l4L+

与+!B

A

"粗糙同构'

推论 A(B

A

为粗糙幂半群8

A

上的粗糙幂半群#B

!

为粗糙半群8

!

上的粗糙幂半群#若+'B

A

"

B

!

为粗糙同

态满射#则
B

A

l4L+

与 B

!

粗糙同构'

参考文献!

%A& 邵海琴+幂半群的同态与同余%,&+天水师范学院学报#!@@"#!"!!"'AGJA#

%!& 张振良#张金玲#肖其梅+模糊代数与粗糙代数% &̀+武昌'武汉大学出版社#!@@C

%H& 余佳丽#舒兰+粗糙商半群的性质%,&+模糊系统与数学#!@@H#AC!G"'!EJ!C

%G& 韩素清+粗糙群的同态与同构%,&+山西大学学报'自然科学版#!@@A#!G!G"'H@HJH@E

j%70. g%e4L=4X20L%7W

15#$L,&)3&'(-#O5#$.+'2)P&(

!=5.%%&%R̀ ;<.4X;<258;/? -%XW7<4L=524/54#B;&29/2:4L82<_#d7//;/ B;&2#CA@@H#-.2/;"

56*78'97' */ <.4̂ ;828%R<.45%/0L74/54L4&;<2%/ %RW%e4L84X20L%7W#<.45%/54W<%RL%70. W%e4L84X20L%7W 28

R2L8<&_02:4/+=%X4WL%W4L<248%RL%70. W%e4L84X20L%7W ;L4%̂<;2/4?+c2/;&&_#.%X%X%LW.28X;/? 28%X%LW.28X%R

L%70. W%e4L84X20L%7W ;L4?2857884?+

:,; <28=*'L%70. W%e4L84X20L%7W$L%70. 17%<24/<84X20L%7W$L%70. .%X%X%LW.28X$L%70. 28%X%LW.28X

责任编辑!李翠薇

ICE第 # 期 杨培亮#等$粗糙幂半群


