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　　摘　要：连续函数是“微积分”研究的主要对象；区间上连续函数的性质是“微积分”课程的重要内容；也
是被认为很困难的内容；许多教材为了回避困难，不惜先引入定理，在教材的后面部分再给出证明；其实，闭

区间上连续函数性质的证明的难度不会超过证明确界定理的难度，而证明这些定理的思想方法可能比这些

定理本身更重要；将在确界定理与单调有界定理的基础上，利用构造性方法给出闭区间上连续函数性质的

证明；并由此深入讨论一般区间上连续函数的性质。
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在引入连续函数的概念之后，必然要给出闭区间上连续函数的性质。但是，通常这些性质的证明往往

在更后面给出。如华东师范大学编的数学分析教材中放在第七章实数的基本理论中来给出证明［１］。为什

么不可以在一开始就给出证明呢？也许教材的作者认为证明太难了，担心初学者不容易接受。一般的非数

学专业的微积分教材都把闭区间上连续函数性质的证明省去［２，３］。同样给学生造成一种普遍的印象，似乎

证明太难了，已经超过了学生的接受能力。其实按照华东师范大学编的数学分析体系，该教材在第一章就

给出了确界定理，第二章给出了单调有界定理，在这两个定理的基础上，完全可以给出闭区间上连续函数性

质的证明。而且这些定理的证明的难度，不会超过确界存在定理的证明。学生完全可以接受的。更重要的

是，证明连续函数的性质的方法，还可以为后面的实数基本定理做好铺垫。学习数学，更重要的是学习数学

的思想方法。许多人对于大学里所学的数学定义与定理，过不了多久就会忘记，但是数学的思想方法可能

会潜移默化地影响其终身。在此依据华东师范大学编的数学分析教材体系，依据确界定理与单调有界定

理，运用构造的方法，具体给出连续函数性质的证明，希望无论对教师还是学生，都能有所启迪。

１　闭区间上连续函数的性质的证明

数学是一门非常严谨的学科，我们看到的以及实验所得到的结果，不能成为定理。只有通过严密地逻

辑推理的命题才能成为定理。而构造法往往是实验与探索采用的技术，怎么能用在严格的证明中呢？其

实，在许多证明中是需要先构造出满足某种特殊性质的对象，然后再去验证的。下面通过闭区间上连续函

数的性质来体会这种方法。

有界性定理Ａ　闭区间上的连续函数是有界的。
证明　设ｆ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］上连续。用反证法，假设 ｆ（ｘ）无界。要构造出一个点 ξ∈［ａ，ｂ］，使得

ｆ（ｘ）在ξ附近既是有界的，也是无界的，从而造成矛盾。将［ａ，ｂ］二等分为 ａ，ａ＋ｂ[ ]２ ，
ａ＋ｂ
２ ，[ ]ｂ，ｆ（ｘ）必然在

两个小区间之一上是无界的。设这个小区间为［ａ１，ｂ１］。又将［ａ１，ｂ１］二等分，令ｆ（ｘ）在上面无界的小区间



为［ａ２，ｂ２］。照此构造方法一直进行下去，在ｆ（ｘ）无界的假设下，得到一个闭区间序列｛［ａｎ，ｂｎ］｝，它满足如

下的性质：（１）［ａ，ｂ］［ａ１，ｂ１］［ａ２，ｂ２］…；（２）ｂｎ－ａｎ＝
ｂ－ａ
２ｎ
；（３）ｆ（ｘ）在［ａｎ，ｂｎ］上无界。

根据条件（１），可知ａ１≤ａ２≤…≤ａｎ…≤ｂｎ≤…≤ｂ２≤ｂ１。由单调有界定理，ｌｉｍｎ→∞ａｎ与ｌｉｍｎ→∞ｂｎ都存在。又

根据条件（２），ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ与ｌｉｍｎ→∞ｂｎ相等。设ｌｉｍｎ→∞ａｎ＝ｌｉｍｎ→∞ｂｎ＝ξ，则由极限的不等式性质，ξ∈［ａ，ｂ］。因为ｆ（ｘ）在

［ａ，ｂ］上连续，所以ｆ（ｘ）在点ξ连续。由连续函数的局部有界性推出，存在一个δ＞０，使得ｆ（ｘ）在（ξ－δ，ξ＋
δ）∩［ａ，ｂ］上有界。根据条件（２），存在正整数Ｎ，当 ｎ＞Ｎ时，［ａｎ，ｂｎ］（ξ－δ，ξ＋δ）∩［ａ，ｂ］。根据条件
（３），ｆ（ｘ）在［ａｎ，ｂｎ］上无界，从而在（ξ－δ，ξ＋δ）∩［ａ，ｂ］上也无界，这是一个矛盾。故 ｆ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］
上有界。证毕。

注：上述定理的证明中构造出一种特殊的区间序列｛［ａｎ，ｂｎ］｝，它满足：（１）［ａ，ｂ］［ａ１，ｂ１］［ａ２，ｂ２］

…；（２）ｂｎ－ａｎ＝
ｂ－ａ
２ｎ
。

依据单调有界定理可推出存在ξ＝ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ＝ｌｉｍｎ→∞ｂｎ，且 ａｎ≤ξ≤ｂｎ。这为后面引入区间套定理做了很好的

铺垫。

最大最小值定理Ｂ　闭区间上的连续函数能取到最大值和最小值。
证明　设ｆ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］上连续，依据定理１，ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上有界。设Ｍ＝ｓｕｐｆ（ｘ）：ｘ∈［ａ，ｂ{ }］。

假设ｆ（ｘ）不能取到最大值，则ｆ（ｘ）＜Ｍ，ｘ∈［ａ，ｂ］。构造一个序列 ｘ{ }ｎ ，使得 ｆ（ｘｎ）→Ｍ。按照上确界的定

义，存在ｘｎ∈［ａ，ｂ］，使得Ｍ－
１
ｎ＜ｆ（ｘｎ）＜Ｍ，从而ｌｉｍｎ→∞ｆ（ｘｎ）＝Ｍ。再构造一个辅助函数ｇ（ｘ）＝

１
ｆ（ｘ）－Ｍ，则

ｇ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，根据已经证明了的定理１，闭区间上的连续函数都是有界的，所以 ｇ（ｘ）在［ａ，ｂ］上有

界。但是，ｌｉｍ
ｎ→∞
ｇ（ｘｎ）＝ｌｉｍｎ→∞

１
ｆ（ｘｎ）－Ｍ

＝－∞，这是一个矛盾。故ｆ（ｘ）能取到最大值。类似证明ｆ（ｘ）能取到最

小值。证毕。

根的存在性定理Ｃ　如果ｆ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］上连续且ｆ（ａ）ｆ（ｂ）＜０，则存在ξ∈（ａ，ｂ）使得ｆ（ξ）＝０。

证明　利用构造法的思想，将ｆ（ｘ）的零点范围逐步缩小。先将［ａ，ｂ］二等分为 ａ，ａ＋ｂ[ ]２ ，
ａ＋ｂ
２ ，[ ]ｂ，如

果ｆａ＋ｂ( )２ ＝０，则定理获证。如果 ｆａ＋ｂ( )２ ≠０，则 ｆ（ａ）和 ｆ（ｂ）中必然有一个与 ｆａ＋ｂ( )２ 异号，这样

ａ，ａ＋ｂ[ ]２ ，
ａ＋ｂ
２ ，[ ]ｂ这两个小区间中，必然有一个小区间使得ｆ（ｘ）在这个区间的端点值异号，记这个小区间

为［ａ１，ｂ１］，它满足ｆ（ａ１）ｆ（ｂ１）＜０且区间的长度ｂ１－ａ１＝
ｂ－ａ
２ 。又将［ａ１，ｂ１］二等分，考虑中点的函数值，要

么为零，要么不为零。如果中点的函数值为零，则定理获证。如果中点的值不为零，那么必然可以选出一个

小区间 使得ｆ（ｘ）在这个区间的端点值异号，记这个小区间为［ａ２，ｂ２］，它满足［ａ，ｂ］［ａ１，ｂ１］［ａ２，ｂ２］，

ｂ２－ａ２＝
ｂ－ａ
２２
，且ｆ（ａ２）ｆ（ｂ２）＜０。采用这样的方法一直进行下去，或者到有限步时，某个区间的中点的函数

值为零，这样定理的结论成立。或者所有区间的中点的函数值都不为零，那么我们就会得到一个无穷的区

间序列｛［ａｎ，ｂｎ］｝，它满足：（１）［ａ，ｂ］［ａ１，ｂ１］［ａ２，ｂ２］…；（２）ｂｎ－ａｎ＝
ｂ－ａ
２ｎ
；（３）ｆ（ａｎ）ｆ（ｂｎ）＜０。

由单调有界定理，与定理１的证明一样，同样可以得到ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ＝ｌｉｍｎ→∞ｂｎ＝ξ∈［ａ，ｂ］，如果 ｆ（ξ）＝０，则定理

获证。如果ｆ（ξ）≠０，因ｆ（ｘ）在ξ点连续，因而由连续函数的局部保号性，存在一个δ＞０，使得ｆ（ｘ）在（ξ－δ，
ξ＋δ）∩［ａ，ｂ］上与ｆ（ξ）同号。根据所构造的区间的性质（２），存在正整数 Ｎ，当 ｎ＞Ｎ时，［ａｎ，ｂｎ］（ξ－δ，
ξ＋δ）∩［ａ，ｂ］。根据区间的性质（３），ｆ（ａｎ）ｆ（ｂｎ）＜０，这是一个矛盾。

综上所述，只有ｆ（ξ）＝０，且ξ∈（ａ，ｂ）。定理获证。
注：上面采用的证明方法是非常有用的二分法，其思想可以广泛的应用于各个领域。而ａｎ，ｂｎ实际上是
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函数零点的近似值。

介质定理Ｄ　设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续且ｆ（ａ）＜μ＜ｆ（ｂ），则存在ξ∈（ａ，ｂ）使得ｆ（ξ）＝μ。
证明　构造一个辅助函数ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－μ，则ｇ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续且ｇ（ａ）＜０，ｇ（ｂ）＞０，依据连续函数

根的存在定理，必存在ξ∈（ａ，ｂ）使得ｇ（ξ）＝０，即ｆ（ξ）＝μ。证毕。
一致连续性定理Ｅ　闭区间上的连续函数是一致连续的。
证明　设ｆ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］上连续。假设ｆ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］不是一致连续的，则对某个正数ε０，对

任意正数δ，都存在ｘ′，ｘ″∈［ａ，ｂ］，虽然｜ｘ′－ｘ″｜＜δ，但｜ｆ（ｘ′）－ｆ（ｘ″）｜≥ε０。要构造出两个序列｛ｘ′ｎ｝，
｛ｘ″ｎ｝，使它们收敛于同一个点ｘ０∈［ａ，ｂ］，但｜ｆ（ｘ′ｎ）－ｆ（ｘ″ｎ）｜≥ε０，根据ｆ（ｘ）的连续性就会造成矛盾。事实

上，对任意δｎ＝
１
ｎ，都存在一对数ｘｎ，ｙｎ∈［ａ，ｂ］，｜ｘｎ－ｙｎ｜＜

１
ｎ，但是｜ｆ（ｘｎ）－ｆ（ｙｎ）｜≥ε０。令

珋ｘｎ＝ｓｕｐ｛ｘｎ，

ｘｎ＋１，…｝，则ｂ≥珋ｘｎ≥珋ｘｎ＋１≥ａ，由单调有界定理推出极限ｌｉｍｎ→∞
珋ｘｎ＝ｘ０存在且 ｘ０∈［ａ，ｂ］。根据上确界的定义，

存在ｘｎ１，使得 珋ｘ１－１＜ｘｎ１≤珋ｘ１；又存在 ｎ２＞ｎ１，使得 珋ｘｎ１＋１－
１
２＜ｘｎ２≤

珋ｘｎ１＋１；由归纳法，可以构造出 ｘｎｋ使得

珋ｘｎｋ＋１－
１
ｋ＋１＜ｘｎｋ＋１≤

珋ｘｎｋ＋１，｛ｘｎｋ｝是｛ｘｎ｝的子序列，且满足ｌｉｍｋ→∞ｘｎｋ＝ｌｉｍｋ→∞
珋ｘｎｋ＋１＝ｘ０。由于｜ｘｎｋ－ｙｎｋ｜＜

１
ｎｋ
，因此也

有ｌｉｍ
ｋ→∞
ｙｎｋ＝ｘ０。由于ｆ（ｘ）在ｘ０点是连续的，所以，ｌｉｍｋ→∞ｆ（ｘｎｋ）＝ｌｉｍｋ→∞ｆ（ｙｎｋ）＝ｆ（ｘ０）。于是ｌｉｍｋ→∞｜ｆ（ｘｎｋ）－ｆ（ｙｎｋ）｜＝

０，这与｜ｆ（ｘｎｋ）－ｆ（ｙｎｋ）｜≥ε０矛盾。故ｆ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］必然一致连续。证毕。
注：上述定理的证明中实际上已经证明了有界数列必有收敛的子序列，这为后面的学习致密性定理做

了铺垫。

２　非闭区间上连续函数的性质

学习数学感受最深的就是数学中的真理是有条件的，就像哲学中的相对真理一样。从闭区间上连续函

数的性质的学习，可以很深刻地领会到这一点。如果将闭区间改为其他类型的区间，那么结论往往是不成

立的。但是，如果再另外增加一些条件，可能闭区间上连续函数的某些性质又能够得以保留。当然，不需要

死记这些条件与结论。去掉闭区间的条件去讨论连续函数的性质，恰好可以锻炼分析问题与解决问题的

能力。

设［ａ，ｂ］为一般的区间，可以是半开半闭区间，也可以是无穷区间，即 ａ可以为 －∞，ｂ可以为 ＋∞。一
般情况下闭区间上连续函数的性质在区间［ａ，ｂ］上不一定成立。因此在此可以问：

问题：什么条件下，ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上有界？ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上能取到最大值或最小值？ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内有
根？ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上一致连续？

在此有如下的结果：

定理１　如果ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续且ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
ｆ（ｘ）与ｌｉｍ

ｘ→ｂ－
ｆ（ｘ）均存在，则ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上有界。这里如果ａ＝

－∞，则ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
ｆ（ｘ）表示 ｌｉｍ

ｘ→－∞
ｆ（ｘ）。其余类似理解；

定理２　如果ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续且ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
ｆ（ｘ）与ｌｉｍ

ｘ→ｂ－
ｆ（ｘ）均存在且相等，则ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上能取到最大值

或最小值；

定理３　如果ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续且ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
ｆ（ｘ）与ｌｉｍ

ｘ→ｂ－
ｆ（ｘ）均存在且异号，则ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内必有一个根；

定理４　如果ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续且ｌｉｍ
ｘ→ａ＋
ｆ（ｘ）与ｌｉｍ

ｘ→ｂ－
ｆ（ｘ）均存在，则ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上一致连续；

上述４个定理的证明的思想方法都是利用构造法将区间［ａ，ｂ］分割成两部分，一部分是闭区间［ａ１，ｂ１］
［ａ，ｂ］，另一部分是集合Ａ＝［ａ，ａ１］∪ ‖［ｂ１，ｂ］。在［ａ１，ｂ１］上利用闭区间上连续函数的性质，在集合 Ａ
上应用极限的性质。具体证明留给读者作为练习。
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