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１　从正交变换定义的形式进行推广

在欧氏空间Ｖ中，文献［１］给出了正交变换定义：欧氏空间Ｖ的一个线性变换 σ叫做一个正交变换，如
果它保持向量的内积不变，即α，β∈Ｖ，都有［σ（α），σ（β）］＝［α，β］．为了研究的范围更广泛，文献［２］对
定义进行了如下推广：

定义１［２］　设σ∈Ｌ（Ｖ），若α，β∈Ｖ，都有［σ（α），σ（β）］＝ｃ［α，β］，其中ｃ是一个确定的正实数，则称
σ为Ｖ的ｃ－准正交变换．

首先指出定义中的条件“σ是Ｖ中的一个线性变换”可以削弱，因为如下命题成立．
命题１　σ是Ｖ中的一个变换，且α，β∈Ｖ，都有［σ（α），σ（β）］＝ｃ［α，β］，则 σ一定是 Ｖ中的一个线

性变换．
证明　因［σ（α＋β）－σ（α）－σ（β），σ（α＋β）－σ（α）－σ（β）］＝［σ（α＋β），σ（α＋β）］－２［σ（α），σ

（α＋β）］－２［σ（β），σ（α＋β）］＋［σ（α），σ（α）］＋［σ（β），σ（β）］＋２［σ（α），σ（β）］＝ｃ［α＋β，α＋β］－
２ｃ［α，α＋β］－２ｃ［β，α＋β］＋ｃ［α，α］＋ｃ［β，β］＋２ｃ［α，β］＝０，从而σ（α＋β）－σ（α）－σ（β）＝０σ（α＋β）＝
σ（α）＋σ（β）．

同样ｋ∈Ｒ，考虑［σ（ｋα）－ｋσ（α），σ（ｋα）－ｋσ（α）］＝０，可推出σ（ｋα）＝ｋσ（α）．所以 σ是 Ｖ中的一
个线性变换．

故定义１可改变为：
定义１′　σ是Ｖ中的一个变换，若α，β∈Ｖ，都有［σ（α），σ（β）］＝ｃ［α，β］，其中 ｃ是一个确定的正实

数，则σ称为Ｖ中的一个ｃ－准正交变换．ｃ－准正交变换显然是正交变换定义的推广．
在文献［３］中是如下给出正交变换定义的：设σ∈Ｌ（Ｖ），如α∈Ｖ，都有｜σ（α）｜＝｜α｜，则称 σ为一个

正交变换．按照该种定义，文献［４］进行了如下推广：
定义２［４］　设σ是Ｖ中的一个线性变换，如α∈Ｖ，都有｜σ（α）｜＝ｃ｜α｜，ｃ是一个确定的正实数，则称σ

为一个次正交变换．显然，次正交变换是文献［３］中正交变换概念的推广．



２　两种推广定义的等价性

定理１　若σ是Ｖ中的一个变换，ｃ是一个确定的正实数，α，β∈Ｖ，则［σ（α），σ（β）］＝ｃ［α，β］的充分

必要条件是σ是Ｖ中的一个线性变换，且｜σ（α）｜＝槡ｃ｜α｜．
证明　必要性：由命题１知σ是Ｖ中的一个线性变换，又因为［σ（α），σ（α）］＝ｃ［α，α］｜σ（α）｜２＝

ｃ｜α｜２｜σ（α）｜＝槡ｃ｜α｜．

充分性：因为｜σ（α＋β）｜＝槡ｃ｜α＋β｜［σ（α＋β），σ（α＋β）］＝ｃ［α＋β，α＋β］
［σ（α）＋σ（β），σ（α）＋σ（β）］＝ｃ［α＋β，α＋β］
［σ（α），σ（α）］＋２［σ（α），σ（β）］＋［σ（β），σ（β）］＝
ｃ［α，α］＋２ｃ［α，β］＋ｃ［β，β］

　　因为｜σ（α）｜＝槡ｃ｜α｜，｜σ（β）｜＝槡ｃ｜β｜，所以［σ（α），σ（α）］＝ｃ［α，α］，［σ（β），σ（β）］＝ｃ［β，β］，于是
［σ（α），σ（β）］＝ｃ［α，β］．

由此知道定义２中的次正交变换就是定义１中的ｃ２－准正交变换．

３　从几何意义上推广正交变换

正交变换是保持向量长度不变的变换，同时也保持向量间的夹角不变．推广后的 ｃ－准正交变换显然不
是保长变换，但它是保角变换．

定理２　设σ是Ｖ中的一个准正交变换，即［σ（α），σ（β）］＝ｃ［α，β］，则α，β∈Ｖ，有（σ（α），σ（β）
∧

）＝

（α，β
∧
）．

证明　（σ（α），σ（β）
∧

）＝ａｒｃｃｏｓ［σ（α），σ（β）］｜σ（α）｜｜σ（β）｜
＝ａｒｃｃｏｓ ｃ［α，β］

槡ｃ｜α｜槡ｃ｜β｜
＝ａｒｃｃｏｓ［α，β］｜α｜｜β｜

＝（α，β）
∧
．

定理３　设σ是Ｖ中的一个线性变换，且α，β∈Ｖ，都有（σ（α），σ（β）
∧

）＝（α，β
∧
），则存在正实数 ｃ，使

｜σ（α）｜＝槡ｃ｜α｜．即保角的线性变换一定是一个ｃ－准正交变换．
证明　分α≠０与α＝０两种情况讨论：

１）任取α∈Ｖ，α≠０，在Ｖ中任取β≠０，将α，β正交化得γ＝β－［α，β］
［α，α］α

，则［γ，α］＝０，即γ，α正交．由

条件σ（γ），σ（α）也正交，所以［σ（γ），σ（α）］＝０．即：

［σ（β）－［α，β］
［α，α］σ

（α），σ（α）］＝０［σ（β），σ（α）］＝［α，β］
［α，α］

［σ（α），σ（α）］＝［α，β］
｜α｜２

｜σ（α）｜２ （１）

因为α≠０，β≠０，（σ（α），σ（β）
∧

）＝（α，β
∧
），并注意到α，β的任意性，显然有σ（α）≠０和σ（β）≠０，且有：

［σ（α），σ（β）］
｜σ（α）｜｜σ（β）｜

＝ ［α，β］
｜α｜｜β｜

［σ（β），σ（α）］＝｜σ（α）｜｜σ（β）｜｜α｜｜β｜
［α，β］ （２）

由式（１）（２）可得［α，β］
｜α｜２

｜σ（α）｜２＝｜σ（α）｜｜σ（β）｜｜α｜｜β｜
［α，β］．

① 当［α，β］≠０时，可得｜σ（α）｜｜α｜
＝｜σ（β）｜｜β｜

，由α，β的任意性可知α∈Ｖ，α≠０，｜σ（α）｜｜α｜
应是一个确定

的正常数，记为槡ｃ，即
｜σ（α）｜
｜α｜

＝槡ｃ｜σ（α）｜＝槡ｃ｜α｜．

② 当［α，β］＝０，因α≠０，β≠０，此时必为α，β正交，于是σ（α），σ（β）也正交，故［σ（β），σ（α）］＝０而

［α，α＋β］＝［α，α］＋［α，β］≠０，因 α≠０，显然 α＋β≠０，由式（１）的结论有｜σ（α）｜｜α｜
＝｜σ（α＋β）｜｜α＋β｜

＝槡ｃ，又
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［β，α＋β］＝［β，α］＋［β，β］≠０，同理由式（１）知也有｜σ（β）｜｜β｜
＝｜σ（α＋β）｜｜α＋β｜

＝槡ｃ，于是
｜σ（α）｜
｜α｜

＝｜σ（β）｜｜β｜
＝

槡ｃ｜σ（α）｜＝槡ｃ｜α｜．

２）当α＝０时，显然有σ（α）＝０（因为σ是线性变换），所以｜σ（α）｜＝槡ｃ｜α｜成立，故当 σ保角时，σ一
定是ｃ－准正交变换．故可从几何的角度给出准正交变换的定义：

定义３　设σ是Ｖ中的一个线性变换，且α，β∈Ｖ，都有（σ（α），σ（β）
∧

）＝（α，β
∧
），则称 σ是一个准正

交变换．
从前面的讨论可知准正交变换就是Ｖ中的保角变换，但它不保长．
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