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　　摘　要：研究二阶系统：
ｕ̈（ｔ）＋ｑ（ｔ）ｕ（ｔ）＋Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））＝０，
ｕ（０）－ｕ（Ｔ）＝ｕ（０）－ｕ（Ｔ）＝０{ ，

ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］的周期解的存在性，通过

使用临界点理论中的极大极小方法获得了一个新的存在性定理．
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１　引言和主要结果

考虑二阶系统：

ｕ̈（ｔ）＋ｑ（ｔ）ｕ（ｔ）＋Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））＝０，
ｕ（０）－ｕ（Ｔ）＝ｕ（０）－ｕ（Ｔ）＝０{

，
ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］ （１）

其中Ｔ＞０，ｑ∈Ｌ１（０，Ｔ；Ｒ），Ｑ（ｔ）＝∫
Ｔ

０
ｑ（ｓ）ｄｓ，Ｆ：［０，Ｔ］×ＲＮ→Ｒ满足如下假设：

假设（Ａ）　Ｆ（ｔ，ｘ）对于每个ｘ∈ＲＮ关于 ｔ可测，对于 ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］关于 ｘ是连续可微的，存在 ａ∈Ｃ
（Ｒ＋，Ｒ＋），ｂ∈Ｌ１（０，Ｔ；Ｒ＋）使得｜Ｆ（ｔ，ｘ）｜≤ａ（｜ｘ｜）ｂ（ｔ），｜Ｆ（ｔ，ｘ）｜≤ａ（｜ｘ｜）ｂ（ｔ）对于 ｘ∈ＲＮ和 ａ．ｅ．ｔ∈
［０，Ｔ］成立．

Ｈ１`Ｔ＝｛ｕ：［０，Ｔ］→Ｒ
Ｎ｜ｕ绝对连续，ｕ（０）＝ｕ（Ｔ），ｕ∈Ｌ２（０，Ｔ；ＲＮ）｝是一个Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，具有范数 ‖ｕ‖

＝（∫
Ｔ

０
ｅＱ（ｔ）｜ｕ（ｔ）｜２ｄｔ＋∫

Ｔ

０
ｅＱ（ｔ）｜ｕ（ｔ）｜２ｄｔ）

１
２，ｕ∈Ｈ１Ｔ，其等价于如下范数‖ｕ‖０＝（∫

Ｔ

０
｜ｕ（ｔ）｜２ｄｔ＋∫

Ｔ

０
｜

ｕ（ｔ）｜２ｄｔ）
１
２，ｕ∈Ｈ１Ｔ．

相应泛函φ（ｕ）＝１２∫
Ｔ

０
ｅＱ（ｔ）｜ｕ（ｔ）｜２ｄｔ－∫

Ｔ

０
ｅＱ（ｔ）Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））ｄｔ在Ｈ１Ｔ上连续可微且弱下半连续

［１］．众所周

知，ｕ∈Ｈ１Ｔ是问题（１）的一个解的充要条件是ｕ是φ的一个临界点
［１］．

当ｑ（ｔ）≡０，ｔ∈［０，Ｔ］时，在假设（Ａ）和一些适当的条件下，通过使用最小作用原理和临界点理论中的
极大极小方法，人们已经获得了很多存在性结果［２１０］．特别地，陶、唐在文献［５］中获得了如下定理：

定理１［５］　设Ｆ满足假设（Ａ）和以下条件：Ｆ（ｔ，ｘ）≥０，（ｔ，ｘ）∈［０，Ｔ］×ＲＮ；ｌｉｍ
｜ｘ｜→０

Ｆ（ｔ，ｘ）
｜ｘ｜２

＜１４ω
２，对ａ．

ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］一致成立；ｌｉｍｉｎｆ
｜ｘ｜→∞

Ｆ（ｔ，ｘ）
｜ｘ｜２

＞１２ω
２对ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］一致成立．其中ω＝２πＴ，存在常数ｒ＞２，μ＞ｒ－

２，使得ｌｉｍｓｕｐ
｜ｘ｜→∞

Ｆ（ｔ，ｘ）
｜ｘ｜ｒ

＜∞对ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］一致成立；ｌｉｍｉｎｆ
｜ｘ｜→∞

（Ｆ（ｔ，ｘ），ｘ）－２Ｆ（ｔ，ｘ）
｜ｘ｜μ

＞０对ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］一



致成立．则问题：
ｕ̈（ｔ）＋Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））＝０
ｕ（０）－ｕ（Ｔ）＝ｕ（０）－ｕ（Ｔ）＝{ ０

　ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］

至少存在一个非零的Ｔ－周期解．
由于受到这个定理的启发，获得了系统（１）的一个存在性定理．
定理２　设Ｆ满足假设（Ａ）和如下条件：
（ｉ）Ｆ（ｔ，ｘ）≥０，（ｔ，ｘ）∈［０，Ｔ］×ＲＮ （２）

（ｉｉ）ｌｉｍ
｜ｘ｜→０

Ｆ（ｔ，ｘ）
｜ｘ｜２

＜
ｄ１ω

２

４ｄ２
，ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］ （３）

（ｉｉｉ）ｌｉｍｉｎｆ
｜ｘ｜→∞

Ｆ（ｔ，ｘ）
｜ｘ｜２

＞
ｄ２ω

２

２ｄ１
，ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］ （４）

其中ω＝２πＴ，ｄ１＝ｍｉｎｔ∈［０，Ｔ］
ｅＱ（ｔ），ｄ２＝ｍａｘｔ∈［０，Ｔ］

ｅＱ（ｔ），存在常数ｒ＞２，μ＞ｒ－２，使得：

ｌｉｍｓｕｐ
｜ｘ｜→∞

Ｆ（ｔ，ｘ）
｜ｘ｜ｒ

＜∞，ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］ （５）

ｌｉｍｉｎｆ
｜ｘ｜→∞

（Ｆ（ｔ，ｘ），ｘ）－２Ｆ（ｔ，ｘ）
｜ｘ｜μ

＞０，ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］ （６）

则问题（１）至少存在一个非零的Ｔ周期解．

２　定理的证明

存在一个常数ｃ０＞０，使得：

‖ｕ‖∞ ＝
Δ
ｍａｘ
ｔ∈［０，Ｔ］

｜ｕ（ｔ）｜≤ｃ０‖ｕ‖，ｕ∈Ｈ
１
Ｔ （７）

令珔ｕ＝ １( )Ｔ∫
Ｔ

０
ｕ（ｔ）ｄｔ，珘ｕ（ｔ）＝ｕ（ｔ）－珔ｕ，则珟Ｈ１Ｔ ＝｛ｕ∈Ｈ

１
Ｔ｜珔ｕ＝０｝是 Ｈ

１
Ｔ的一个子空间．有：

∫
Ｔ

０
｜ｕ（ｔ）｜２ｄｔ≤ Ｔ２

４π２∫
Ｔ

０
｜ｕ（ｔ）｜２ｄｔ，ｕ∈珟Ｈ１Ｔ（Ｗｉｒｔｉｎｇｅｒ’ｓ不等式） （８）

因此：

‖ｕ‖２≤ｄ２ １＋
Ｔ２

４π( )２∫Ｔ０ ｜ｕ（ｔ）｜２ｄｔ （９）

且有‖ｕ‖２
０≤ １＋Ｔ

２

４π( )２ ∫Ｔ０｜ｕ｜２ｄｔ．
引理１　如果假设（Ａ），式（５）（６）成立，则泛函 φ满足条件（Ｃ）．也就是，对任意序列｛ｕｎ｝Ｈ

１
Ｔ，如果

φ（ｕｎ）有界，且当ｎ→∞时，有（１＋‖ｕｎ‖）‖φ′（ｕｎ）‖→０，则｛ｕｎ｝有一个收敛子列．
证明　设｛ｕｎ｝Ｈ

１
Ｔ，φ（ｕｎ）有界，且当ｎ→∞时，有（１＋‖ｕｎ‖）‖φ′（ｕｎ）‖→０，则存在一个常数Ｍ＞０，

使得：

｜φ（ｕｎ）｜≤Ｍ，（１＋‖ｕｎ‖）‖φ′（ｕｎ）‖≤Ｍ （１０）
一方面，由式（５），存在一个常数ｃ＞０，δ１＞０，使得：

Ｆ（ｔ，ｘ）≤ｃ｜ｘ｜ｒ，｜ｘ｜≥δ１，ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］ （１１）
由假设（Ａ），有｜Ｆ（ｔ，ｘ）｜≤ ｍａｘ

ｓ∈［０，δ１］
ａ（ｓ）ｂ（ｔ），｜ｘ｜≤δ１，ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］．

因此，对任意ｘ∈ＲＮ，ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］，有：
Ｆ（ｔ，ｘ）≤ ｍａｘ

ｓ∈［０，δ１］
ａ（ｓ）ｂ（ｔ）＋ｃ｜ｘ｜ｒ （１２）

通过式（１０）（１２）以及Ｈｌｄｅｒ不等式，有：
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１
２‖ｕｎ‖

２ ＝φ（ｕｎ）＋∫
Ｔ

０
ｅＱ（ｔ）Ｆ（ｔ，ｕｎ（ｔ））ｄｔ＋

１
２∫

Ｔ

０
ｅＱ（ｔ）｜ｕｎ｜

２ｄｔ≤

Ｍ＋ｃ１＋ｃｄ２∫
Ｔ

０
｜ｕｎ｜

ｒｄｔ＋１２ｄ２∫
Ｔ

０
｜ｕｎ｜

２ｄｔ≤

Ｍ＋ｃ１＋ｃｄ２∫
Ｔ

０
｜ｕｎ｜

ｒｄｔ＋１２ｄ２Ｔ
ｒ－２
ｒ（∫

Ｔ

０
｜ｕｎ｜

ｒｄｔ）
２
ｒ （１３）

其中ｃ１ ＝ ｍａｘｓ∈［０，δ１］
ｄ２ａ（ｓ）∫

Ｔ

０
ｂ（ｔ）ｄｔ．

另一方面，由式（６），存在常数ｃ２＞０，δ２＞０，使得（Ｆ（ｔ，ｘ），ｘ）－２Ｆ（ｔ，ｘ）≥ｃ２｜ｘ｜μ＞０，｜ｘ｜≥δ２，ａ．ｅ．
ｔ∈［０，Ｔ］．由假设（Ａ），有｜（Ｆ（ｔ，ｘ），ｘ）－２Ｆ（ｔ，ｘ）｜≤ｃ３ｂ（ｔ），｜ｘ｜≤δ２，ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］．其中ｃ３＝（２＋δ２）
ｍａｘ
ｓ∈［０，δ２］

ａ（ｓ）．因此，有（Ｆ（ｔ，ｘ），ｘ）－２Ｆ（ｔ，ｘ）≥ｃ２｜ｘ｜μ－ｃ２δμ２－ｃ３ｂ（ｔ），ｘ∈Ｒ
Ｎ，ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］．因此：

３Ｍ≥２φ（ｕｎ）－（φ′（ｕｎ），ｕｎ）＝

∫
Ｔ

０
ｅＱ（ｔ）［（Ｆ（ｔ，ｕｎ），ｕｎ）－２Ｆ（ｔ，ｕｎ）］ｄｔ≥

ｃ２ｄ１∫
Ｔ

０
｜ｕｎ｜μｄｔ－Ｔｃ２δμ２ｄ２－ｃ３ｄ２∫

Ｔ

０
ｂ（ｔ）ｄｔ

所以∫
Ｔ

０
｜ｕｎ｜μｄｔ是有界的．如果μ＞ｒ，由式（１３）和Ｈｌｄｅｒ不等式，有∫

Ｔ

０
｜ｕｎ｜

ｒｄｔ≤Ｔ
（μ－ｒ）
μ （∫

Ｔ

０
｜ｕｎ｜μｄｔ）

ｒ
μ，因

此‖ｕｎ‖有界．如果 μ≤ ｒ，由式（７），有∫
Ｔ

０
｜ｕｎ｜

ｒｄｔ＝∫
Ｔ

０
｜ｕｎ｜

ｒ－μ·｜ｕｎ｜μｄｔ≤ ‖ｕｎ‖
ｒ－μ
∞∫

Ｔ

０
｜ｕｎ｜μｄｔ≤

ｃｒ－μ０ ‖ｕｎ‖
ｒ－μ∫

Ｔ

０
｜ｕｎ｜μｄｔ．

因此，由式（１３），ｒ－μ＜２，知道‖ｕｎ‖有界．综上所述，‖ｕｎ‖有界．正如文献［３］中的命题４．３的证明一
样，能够证明｛ｕｎ｝有一个收敛子列，从而φ满足条件（Ｃ）．

现在给出主要结果的证明．
定理１的证明　正如文献［１１］所示，将（ＰＳ）条件替换为条件（Ｃ）后，形变引理仍然成立．因此，由文献

［１２］中的定理５．２９，只须证明：
（ｈ１）ｉｎｆｕ∈Ｓφ（ｕ）≥ｂ＞０；（ｈ２）ｓｕｐｕ∈Ｙφ（ｕ）＜ｄ＜∞，ｓｕｐｕ∈Ｙφ（ｕ）≤０．

其中Ｓ＝珟Ｈ１Ｔ∩Ｂρ，Ｙ＝｛ｘ＋ｔｚ｜ｘ∈Ｒ
Ｎ∩Ｂｙ２，ｔ∈［０，ｙ１］｝，ρ＜ｙ１，ｚ∈珟Ｈ

１
Ｔ．由式（３），对于

ω２ｄ１
４ｄ２
，存在一个常数

δ０∈（０，δ１），使得：

Ｆ（ｔ，ｘ）≤ １４ω
２｜ｘ｜２·

ｄ１
ｄ２
，｜ｘ｜≤δ０，ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］ （１４）

由假设（Ａ），有：
｜Ｆ（ｔ，ｘ）｜≤ ｍａｘ

ｓ∈［δ０，δ１］
ａ（ｓ）ｂ（ｔ），δ０≤｜ｘ｜≤δ１，ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］ （１５）

则由式（１１）（１４）（１５），对任意ｘ∈ＲＮ，ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］，有：

Ｆ（ｔ，ｘ）≤ １４ω
２｜ｘ｜２·

ｄ１
ｄ２
＋（ｍａｘ

ｓ∈［δ０，δ１］
ａ（ｓ）ｂ（ｔ）δ－ｒ０ ＋ｃ）｜ｘ｜

ｒ （１６）

所以根据式（７）（８）（９）（１６），对任意ｕ∈珟Ｈ１Ｔ，有：

φ（ｕ）＝１２∫
Ｔ

０
ｅＱ（ｔ）｜ｕ（ｔ）｜２ｄｔ－∫

Ｔ

０
ｅＱ（ｔ）Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））ｄｔ≥

１
２ｄ１∫

Ｔ

０
｜ｕ（ｔ）｜２ｄｔ－１４ｄ１∫

Ｔ

０
｜ｕ（ｔ）｜２ｄｔ－ ｍａｘ

ｓ∈［δ０，δ１］
ａ（ｓ）δ－ｒ０‖ｕ‖

ｒ
∞∫

Ｔ

０
ｂ（ｔ）ｄｔ－ｃＴ‖ｕ‖ｒ

∞ ≥

ｄ１
４ｄ２

１＋Ｔ
２

４π( )２ －１

‖ｕ‖２－（ｃｃｒ０Ｔ＋ｃ１ｃ
ｒ
０δ
－ｒ
０）‖ｕ‖

ｒ

（１７）
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因此，存在常数ｂ＞０，ρ∈（０，１），使得φ（ｕ）≥ｂ，ｕ∈珟Ｈ１Ｔ且‖ｕ‖＝ρ．
令Ｓ＝珟Ｈ１Ｔ∩Ｂρ，则ｉｎｆｕ∈Ｓφ（ｕ）≥ｂ＞０，从而证明了（ｈ１）．下面证明（ｈ２）．

由式（４），取ε０＝ ｉｎｆｔ∈［０，Ｔ］
ｌｉｍｉｎｆ
｜ｘ｜→∞

Ｆ（ｔ，ｘ）
｜ｘ｜２

－
ω２ｄ２
２ｄ１

＞０，则存在δ３＞０，使得：

Ｆ（ｔ，ｘ）≥ ω２ｄ２
２ｄ１

＋ε( )０ ｜ｘ｜２，｜ｘ｜≥ δ３２，ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］ （１８）

因此，对任意的ｘ∈ＲＮ，ｔ∈［０，Ｔ］，有：

Ｆ（ｔ，ｘ）≥ ω２ｄ２
２ｄ１

＋ε( )０ ｜ｘ｜２－ ω２ｄ２
２ｄ１

＋ε( )０ δ２３ （１９）

　　令Ｇ１Ｔ＝Ｒ
Ｎ
#

ｓｐａｎ｛ｚ｝，其中 ｚ＝ｚ１ｓｉｎ（ωｔ），ｚ１＝（１，０，…，０）∈Ｒ
Ｎ．通过计算知‖ｚ‖０≥１．又因为 ｄｉｍ

（Ｇ１Ｔ）＜＋∞，因此存在δ＞０，使得 ：

∫
Ｔ

０
｜ｕ｜２ｄｔ≥δ‖ｕ‖２

０，ｕ∈Ｇ
１
Ｔ （２０）

　　令Ｙ＝｛ｘ∈ＲＮ，｜ｘ｜≤Ｔ－
１
２ｒ１｝#｛ｓｚ｜０≤ｓ≤ｒ１｝，其中 ｒ１＝ｍａｘ｛２，（δε０ｄ１）

－１２ｃ
１
２
４｝，ｃ４＝

ω２ｄ２
２ｄ１

＋ε( )０ δ２３Ｔｄ２，
则对任意ｘ＋ｓｚ∈Ｙ，由式（１９）（２０），有 ：

φ（ｘ＋ｓｚ）＝１２∫
Ｔ

０
ｅＱ（ｔ）｜ｓｚ（ｔ）｜２ｄｔ－∫

Ｔ

０
ｅＱ（ｔ）Ｆ（ｔ，ｘ＋ｓｚ）ｄｔ≤

ｄ２
２ω

２∫
Ｔ

０
｜ｘ＋ｓｚ｜２ｄｔ－ ω２ｄ２

２ｄ１
＋ε( )０ ｄ１∫Ｔ０ ｜ｘ＋ｓｚ｜２ｄｔ＋ｃ４ ＝

－ε０ｄ１∫
Ｔ

０
｜ｘ＋ｓｚ｜２ｄｔ＋ｃ４≤

－ε０δｄ１（‖ｘ‖
２
０＋ｓ

２‖ｚ‖２
０）＋ｃ４ （２１）

　　由式（２１），对每一个ｘ＋ｓｚ∈Ｙ，其中｜ｘ｜＝Ｔ－
１
２ｒ１，有：

φ（ｘ＋ｓｚ）≤－ε０ｄ１δ‖ｘ‖
２
０＋ｃ４≤－ε０ｄ１δｒ

２
１＋ｃ４≤０ （２２）

由式（２１）和‖ｚ‖０≥１，对任意ｘ＋ｒ１ｚ∈Ｙ，有：
φ（ｘ＋ｒ１ｚ）≤－ε０δｄ１·ｒ

２
１‖ｚ‖

２
０＋ｃ４≤０ （２３）

　　如果 ｓ＝０，对任意ｘ∈ＲＮ，由式（２），有：

φ（ｘ）＝－∫
Ｔ

０
Ｆ（ｔ，ｘ）ｄｔ≤０ （２４）

所以由式（２１２４），得到ｓｕｐ
ｕ∈Ｙ
φ（ｕ）≤０，从而证明了（ｈ２）．

因此，问题（１）至少存在一个非零的Ｔ周期解．
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