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　　摘　要：引出了随机环境中马氏链的 π不可约和强 π不可约性的定义，在强 π不可约条件下，得到了
随机环境中马氏链强常返的充要条件以及随机环境中马氏链常返的判定准则，最后在π不可约条件下讨论
了常返与强常返的关系．
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２０世纪８０年代初，Ｃｏｇｂｕｒｎ等人开始研究随机环境中马氏链的一般理论，取得了一系列结果［１３］，文献

［４］利用经典环境中马氏链的理论，研究了Ｈｏｐｆ马氏链的状态性质．文献［５，６］引入随机环境中马氏链的π
不可约性、常返性和瞬时性的概念，并给出链常返的几个充分条件．文献［７］引入随机环境中马氏链的强 π
不可约性，给出了一个非正则本质状态不存在的充分条件．在此基础上，进一步讨论了随机环境中马氏链的
常返性和强常返性，在强π不可约条件下，得到了随机环境中马氏链强常返的充要条件和随机环境中马氏
链常返的判定准则，最后在π不可约条件下讨论了常返与强常返的关系．

１　记号与定义

设Ｚ表示整数集，Ｎ表示非负整数集，（Ω，Ｆ，Ｐ）是一概率空间，（Ｘ，Α），（Θ，Β）为任意的两个可测空间．
ξ＝｛ξｎ，ｎ＝…，!１，０，１，…｝和 Ｘ＝｛Ｘｎ，ｎ＝０，１，２，…｝分别是（Ω，Ｆ，Ｐ）上取值于 Θ和 Ｘ的随机序列，
｛Ｐ（θ），θ∈Θ｝是（Ｘ，Α）上的转移函数族，且假设对任意的 Ａ∈Α，Ｐ（·，·，Ａ）是 Β×Α可测的，｛Ｋ（·，
·）｝是（Θ，Β）上的转移矩阵，并假设对任意 Ｂ∈Β，Ｋ（·，Ｂ）是 Β可测的．对任一序列 η＝｛ηｎ｝，记 η

ｒ
ｋ＝

｛ηｎ，ｋ≤ｎ≤ｒ｝，－∞≤ｋ≤ｒ≤"∞．设Θｒｋ＝∏
ｒ

ｊ＝ｋ
Θｊ，Ｂ

ｒ
ｋ＝∏

ｒ

ｊ＝ｋ
Ｂｊ，其中Θｊ＝Θ，Ｂｊ＝Ｂ，－∞≤ｋ≤ｒ≤＋∞．θ＝｛θｎ｝

＝（…，θ－１，θ０，θ１，…）是Θ
Ｚ上的坐标过程．π是ＢＺ上过程ξ的分布，Ｔ是坐标推移：Ｔｋθ＝｛θ′ｎ｝，θ′ｎ＝θｎ＋ｋ（ｋ

＝…，－１，０，１，…）．设Ｅ＝Ｘ×ΘＺ，ε＝Α×ΒΖ，εｒｋ＝Α×Β
ｒ
ｋ，κ是Α上的计数测度，π是 ΒΖ上的分布，μ＝κ×

π．定义（Ｅ，ε）上转移函数：Ｐ（ｘ，θ；｛ｙ｝×Ｂ）＝Ｐ（θ０；ｘ，ｙ）ＩＢ（Ｔθ），Ｂ∈Β
Ｚ．对Ｃ∈ε，设（Ｃ）ｘ＝｛θ：（ｘ，θ）∈Ｃ｝，

［Ｃ］ｘ＝｛（ｘ，θ）：θ∈（Ｃ）ｘ｝．
定义１　如果对任意的Ａ∈Α，ｎ∈Ｎ，有 Ｐ（Ｘ０∈Ａ｜ξ）＝Ｐ（Ｘ０∈Ａ｜ξ

０
－∞），Ｐ（Ｘｎ＋１∈Ａ｜Ｘ

ｎ
０，ξ）＝Ｐ（ξｎ；Ｘｎ，

Ａ），则称Ｘ为随机环境ξ中的马氏链，ξ为随机环境序列．

设集合Ｆ∈ε，τＦ是首达到集合Ｆ的时刻，记ηＦ ＝
∞

ｎ＝１
Ｉ｛（Ｘｎ，Ｔｎξ）∈Ｆ｝，　ηｘ＝η［Ｅ］ｘ，　Ｌ（ｘ，θ；Ｆ）＝Ｐ（ｘ，θ）（∪

∞

ｎ＝１

｛（Ｘｎ，Ｔ
ｎθ）∈Ｆ｝）；Ｑ（ｘ，θ；Ｆ）＝Ｐ（ｘ，θ）（∩

∞

ｋ＝１
∪
∞

ｎ＝ｋ
｛（Ｘｎ，Ｔ

ｎθ）∈Ｆ｝），　Ｆｎ（ｘ，θ；Ｆ）＝Ｐ（ｘ，θ）（τＦ ＝ｎ）．

直观上，ηＦ是双链（Ｘｎ，Ｔ
ｎξ）到达Ｆ的次数，Ｌ（ｘ，θ；Ｆ），Ｑ（ｘ，θ；Ｆ）分别是双链（Ｘｎ，Ｔ

ｎξ）从点（ｘ，θ）出发



经有限步到达Ｆ的概率，无限次到达Ｆ的概率，Ｆｎ（ｘ，θ；Ｆ）是双链（Ｘｎ，Ｔ
ｎξ）于ｎ时刻第一次到达Ｆ的概率．

定义２　称Ｘ是π不可约的，若对任意的ｘ，ｙ∈Ｘ，对几乎处处的θ∈ΘＺ，Ｂ∈ΒＺπＢ＞０，存在ｍ≥１，使得
θ∈Ｔ－ｍＢ，Ｐ（θ０，…，θｍ－１；ｘ，ｙ）＞０．

定义３　称Ｘ是强π不可约的，若对任意的ｘ，ｙ∈Ｘ，对几乎处处的θ∈ΘＺ，Ｂ∈ΒＺπＢ＞０，存在ｍ≥１，使
得θ∈Ｔ－ｍＢ，Ｆｍ（ｘ，θ；［Ｅ］ｙ）＞０．

定义４　称状态ｘ为常返的，如果对所有的θ∈ΘＺ，有Ｅｘ，θηｘ＝∞．
定义５　称集合Ｆ∈ε是本质的，若μ（（ｘ，θ）：Ｑ（ｘ，θ；Ｆ）＞０）＞０；称状态 ｘ是本质的，若［Ｅ］ｘ是本质

的；否则称ｘ是非本质的．
定义６　称集合Ｆ∈ε是非正则本质的，若Ｆ是本质的且是可数个非本质集的并；否则称Ｆ是正则本质

的．称状态ｘ是非正则本质的，若集合［Ｅ］ｘ是非正则本质的，即［Ｅ］ｘ是本质的，且存在Ｂｎ∈Β
Ｚ，使得［Ｅ］ｘ＝

∪
∞

ｎ＝１
（｛ｘ｝×Ｂｎ）满足ｙ∈Ｘ，π（θ：Ｑ（ｙ，θ；｛ｘ｝×Ｂｎ）＝０）＝１；否则称ｘ是正则本质的．

定义７　称状态ｘ是强常返的，若π｛θ：Ｑ（ｘ，θ；［Ｅ］ｘ）＝１｝＝１；称状态 ｘ是弱常返的，若 π｛θ：Ｇ（ｘ，θ；
［Ｅ］ｘ）＝∞｝＝１；称状态ｘ是强暂留的，若π｛θ：Ｇ（ｘ，θ；［Ｅ］ｘ）＜∞｝＝１．

２　主要定理

引理１［５］　对任意的（ｘ，θ）∈Ｅ，Ｆ∈ε，有：

①Ｌ（ｘ，θ；Ｆ）＝
∞

ｎ＝１
Ｆｎ（ｘ，θ；Ｆ）；

② Ｑ（ｘ，θ；［Ｅ］ｙ）＝
∞

ｎ＝１
Ｆｎ（ｘ，θ；［Ｅ］ｙ）Ｑ（ｙ，Ｔ

ｎθ；［Ｅ］ｙ）；

③Ｇ（ｘ，θ；［Ｅ］ｙ）＝
∞

ｎ＝１
Ｐ（θ０，…，θｎ－１；ｘ，ｙ）＝

∞

ｎ＝１

ｎ

ｋ＝１
Ｆｋ（ｘ，θ；［Ｅ］ｙ）Ｐ（ｙ，Ｔｋθ）（Ｘｎ－ｋ ＝ｙ）．

定理１　若Ｘ是强π不可约的，则ｘ∈Ｘ是弱常返的或者是强暂留的．
证明　若ｘ不是强暂留的，则存在Ｂ∈ΒΖ，πＢ＞０，使得θ∈Ｂ有Ｇ（ｘ，θ；［Ｅ］ｘ）＝∞，由Ｘ是强π不可

约的，对几乎处处的α∈ΘＺ，存在ｍ≥１，使得α∈Ｔ－ｍＢ，Ｆｍ（ｘ，α；［Ｅ］ｙ）＞０，于是由引理１有：

Ｇ（ｘ，α；［Ｅ］ｘ）＝
∞

ｎ＝１

ｎ

ｋ＝１
Ｆｋ（ｘ，α；［Ｅ］ｘ）Ｐ（ｘ，Ｔｋα）（Ｘｎ－ｋ ＝ｘ）＝


∞

ｋ＝１

∞

ｎ＝０
Ｆｋ（ｘ，α；［Ｅ］ｘ）Ｐ（ｘ，Ｔｋα）（Ｘｎ ＝ｘ）＝


∞

ｋ＝１
Ｆｋ（ｘ，α；［Ｅ］ｘ）＋

∞

ｋ＝１

∞

ｎ＝１
Ｆｋ（ｘ，α；［Ｅ］ｘ）Ｐ（ｘ，Ｔｋα）（Ｘｎ ＝ｘ）＝


∞

ｋ＝１
Ｆｋ（ｘ，α；［Ｅ］ｘ）＋

∞

ｋ＝１
Ｆｋ（ｘ，α；［Ｅ］ｘ）Ｇ（ｘ，Ｔ

ｋα；［Ｅ］ｘ）≥

Ｆｍ（ｘ，α；［Ｅ］ｘ）Ｇ（ｘ，Ｔ
ｍα；［Ｅ］ｘ）＝∞

所以ｘ是弱常返的，定理得证．
引理２［８］　设Ｘ是强π不可约的，若ｘ是正则本质的，则ｘ∈Ｘ是强常返的．
引理３［４］　ｘ∈Ｘ是非本质的充要条件是π（θ：Ｑ（ｘ，θ；［Ｅ］ｘ）＝０）＝１．
定理２　设Ｘ是强π不可约的，则Ｘ强常返的充要条件是Ｘ是正则本质的．
证明　充分性可由引理２得到．
必要性：假设ｘ∈Ｘ是非正则本质的，则由引理３存在Ｂ∈ΒＺ，πＢ＞０，使得对任意的θ∈Ｂ有π（θ：Ｑ（ｘ，

θ；［Ｅ］ｘ）＝０）＝１，于是对几乎处处的 θ∈Θ
Ｚ，由 Ｘ是强 π不可约的，存在 ｍ≥１，使得 θ∈Ｔ－ｍＢ，Ｆｍ（ｘ，θ；

［Ｅ］ｘ）＞０，所以Ｑ（ｘ，θ；［Ｅ］ｘ）＝
∞

ｎ＝１
Ｆｎ（ｘ，θ；［Ｅ］ｘ）Ｑ（ｘ，Ｔ

ｎθ；［Ｅ］ｘ）＝０．所以π｛θ：Ｑ（ｘ，θ；［Ｅ］ｘ）＝０｝＝
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１，这与强常返的定义π｛θ：Ｑ（ｘ，θ；［Ｅ］ｘ）＝１｝＝１矛盾，则Ｘ是正则本质的．
定理３　设Ｘ是强π不可约的，如果Ｘ是常返的，则有Ｅｚ，θηｘ＝∞，πａ．ｅ．θ∈Θ

ｚ，ｘ，ｚ∈Ｘ．

证明　由于Ｘ是强π不可约的，若对任意的ｚ，ｘ∈Ｘ，对几乎处处的θ∈ΘＺ，Ｂ∈ΒＺ，πＢ＞０，存在 ｍ≥１，
使得θ∈Ｔ－ｍＢ，Ｆｍ（ｚ，θ；［Ｅ］ｘ）＞０，于是有：

Ｅｚ，θηｘ ＝
∞

ｎ＝１
Ｐ（ｚ，θ）（Ｘｎ ＝ｘ）＝

∞

ｎ＝１
Ｐ（θ０，…，θｎ－１；ｚ，ｘ）＝


∞

ｎ＝ｋ

ｎ

ｋ＝１
Ｆｋ（ｚ，θ；［Ｅ］ｘ）Ｐ（ｘ，Ｔｋθ）（Ｘｎ－ｋ ＝ｘ）＝


ｎ

ｋ＝１
Ｆｋ（ｚ，θ；［Ｅ］ｘ）

∞

ｎ＝０
Ｐ（ｘ，Ｔｋθ）（Ｘｎ ＝ｘ）＝


ｎ

ｋ＝１
Ｆｋ（ｚ，θ；［Ｅ］ｘ）Ｅｘ，Ｔｋθηｘ≥

Ｆｍ（ｚ，θ；［Ｅ］ｘ）Ｅｘ，Ｔｍθηｘ ＝∞
所以Ｅｚ，θηｘ＝∞．πａ．ｅ．θ，θ∈Θ

ｚ，ｘ，ｚ∈Ｘ．
定理４　设Ｘ是π不可约的，若Ｘ是强常返的，则Ｘ是常返的．
证明　由Ｘ是强常返的，则π｛θ：Ｑ（ｘ，θ；［Ｅ］ｘ）＝１｝＝１，令Ｂ＝｛θ：Ｑ（ｘ，θ；［Ｅ］ｘ）＝１｝，则对任意的θ∈

Ｂ，由ＢｏｒｅｌＣａｎｔｅｌｌｉ引理得Ｅｘ，θη［Ｅ］ｘ＝∞．又Ｘ是π不可约的，则对任意的θ∈Ｂ
ｃ，因π（Ｂ）＞０，存在ｍ≥１，使θ

∈Ｔ－ｍＢ，Ｐ（θ０，…，θｍ－１；ｘ，ｘ）＞０，从而：

Ｅｘ，θη［Ｅ］ｘ ＝
∞

ｎ＝１
Ｐ（ｘ，θ）（Ｘｎ ＝ｘ）≥

∞

ｎ＝１
Ｐ（ｘ，θ）（Ｘｎ＋ｍ ＝ｘ）≥


∞

ｎ＝１
Ｐ（ｘ，θ）（Ｘｍ ＝ｘ）Ｐ（ｘ，Ｔｍθ）（Ｘｎ ＝ｘ）＝

Ｐ（θ０，…，θｍ－１；ｘ，ｘ）
∞

ｎ＝１
Ｐ（ｘ，Ｔｍθ）（Ｘｎ ＝ｘ）＝

Ｐ（θ０，…，θｍ－１；ｘ，ｘ）Ｅｘ，Ｔｍθη［Ｅ］ｘ ＝∞
所以Ｘ是常返的．

引理４［９］　ｘ∈Ｘ是强常返的充要条件是π（θ：Ｌ（ｘ，θ；［Ｅ］ｘ）＝１）＝１．
引理５［７］　设Ｘ是π不可约的，若Ｘ是常返的，则有Ｌ（ｘ，θ；［Ｅ］ｘ）＝１，πａ．ｅ．θ∈Θ

Ｚ，ｘ∈Ｘ．
定理５　若Ｘ是π不可约的，则Ｘ常返与强常返是等价的．
证明可由定理４，引理４和引理５得到．
推论１［１０］　设Ｘ是π不可约的，则Ｘ常返的充要条件是Ｘ是正则本质的．
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可知Ａ满足定理１的条件，所以根据定理１可判断Ａ是非奇异Ｈ矩阵．但是易知Ａ不满足文献［３］定理２的
条件，所以文献［３］定理２的结果不能判定Ａ是非奇异Ｈ矩阵．
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